Ldsningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 22/10-04

1.

2.

Karakteristisk ekvation ar
r>—5r4+6=0

med rétterna 2 och 3. Den tillhérande homogena ekvationen har darfér allméanna ldsningen
yMW =A.2"+ B.3"
For att hitta en partikularlésning till ekvationen ansattey,yi= a - n2™ vilket leder till
Ynto—DYni14+6yn = a-(n+2)2"2 —5a-(n+1)2" " +a-n2" = a2"- (4n+8—10n—1046n)2" = —2a2".
Detta ger en partikularlésning om vi tar= —1/2, dVSy(p) —n2"~1 och den allmanna Iésningen ar

yp =A-2"+ B-3" —n2" L

(a) Latf(z) vara den givna funktionen. Observera att funktionen ar jamn sa alla sinustermerna i fourierserien
forsvinner och for cosinuskoefficienterna har vi

2 T
—7/ f(x)coskxdx, k=0,1,2,...
™ Jo

dar

f(x)zl—EfOrOSxSﬂ.
7r

For k # 0 kan vi genomféra rakningar med partiell integration enligt féljande.

gak:/ f(z)coskxdr = [f(x)smkm] / Iz smkxdm-O—f/ —)sinkz dx
0 0

dvs

T 1 [coskx]™ 1—cosknm
—ap = —— =
2T Tk |k, k2

Detta leder till atta, = 0 for = 2,4, 6, ... medan
4 65
ak:W 0I’k=1,3,5,....

Aterstér att berakningar fér = 0. Men i detta fall har vi

och alltséay = 1
Om vi sedan skriver de uddavardena somt = 2n+1forn = 0,1, 2, ... har vi alltsa féljande fourierserie
for den givna funktionen
1 4 & cos (2n + 1)x
U z:: (2n+1)2
(b) Funktionen ar kontinuerlig och styckvis deriverbar sa for alidntervallet] — 7, [ konvergerar serien
mot f(x). Speciellt forz = 0 har vi da

1 4 & 1
l=-4+_-_N"_-
+7r2nz::o(2n—|—1)2

\}

vilket ger

=
— (2n+1) 8

For den andra serien anvéander vi Parsevals formel som séger att
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3.

4.

For var funktion galler

Lot [ (2 e

—T

| Parsevals formel far vi darfor

och alltsa

)P
—(2n+1)t 967
Laplacetransformering med de vanliga beteckningarna ger

s2Y (5) + Y (s) = X (s)

dvs X(s)
S
Yis) = s2+1
Har galler
X(s) = ! /1(1 Ye st dt
o 1-— e s 0

Genom partiell integration ser vi
1

1 —st 1 —st —s
e 1 1 1]e 1 e *-1
1—t)e "t dt = |—(1—t S (~Dedt= -+ ==
/O( Je [( )S}Jrs/o( Je S+S[S} St

0

dvs
1 1 -1 1 1
X = — —
(s) 165(5 52 ) (1—e%) s
och alltsa
Y(s) = 1 1
VT e s D) 2 ()
(a) Lat
L
n_3n
Da galler
g1 _ (n+D? 300 1N L1
¢n 3l p2 n 3 3 '

Kvotkriteriet ger darfor att serien ar konvergent.
(b) Vi forsoker bestamma summan av serfefj—_, n?z™ och satter sedan i dennazin=1/3.
For |z| < 1 har vi summan fér en geometrisk serie

oo
E " =
n=0

For dessa: kan vi derivera och fa
1
Z nat = (1-x)?

och efter att ha multiplicerat medpa bada sidor och sedan ytterligare en derivering har vi

Z“nl<w:@:uiwﬂf%?

Har multiplicerar ater med pa bada sidor och far

222 x + 22
Z” 1—x) TO e T U—ap

Medz = 1/3 far vi

n
> 3 =3

n=0




5. Har anvander vi-transformering och far enligt faltningssatsen

z z
X(2)+ X (2) =
dvs 2 2)
z — z
z—4 (Z)_z—a
och alltsa A
X(Z)iz z —

T2 (2-2)(z—a)
Har uppkommer tva olika situationer beroende pawom 2 ellera # 2.

(=

1
=3 (2" —n2™) = (1 —n)2" L

Fora # 2 borjar vi med partialbraksuppdelningen

Fora = 2 har vi
z z—4 1

B 2z
2 (2-2)2 2

(z—2)?

X(2) ) .

Detta ger

z—4 A n B
(z—2)(z—a) 2z—2 z-—a
"Handpalaggning" ger
2 a—4
A=——o0chB =
a—2 a—2
dvs ) ) A
z a — z
X(z) == )
() 2(a—2 z—2+a—22—a>
vilket ger
2" (a—4)a™ a™ a™-—2"
LTy = + =5 = .
a—2 2a-2) 2 a—2
6. Det racker att visa att -
x
n ,dar n = a3 5
;u () darun(z) = —5——3

konvergerar likformigt pa hela reella tallinjen. Med sikte mot att anvanda Weierstrass majorantsats undersoker
vi maximum avju, (z)|. Eftersomu,, (x) ar en udda funktion récker det att séka maximunwg\(z)| for x > 0,
men dar galler i detta falk, (z)| = w,, (). Vi deriverar och far

1-(n3+a2) —z-22 n® — 22

U, () =

(n® +22)

- (n3+a?)’

Har ser vi att derivatan ar 0 dd= n>/2 och derivatans teckenvéxling i denna punkt visar att dettdrde ger

maximum avu,, (z). For allax galler darfor olikheten

n3/2

1

\un(x)| S n3+n3

Eftersom
oo
>
n=1 nb
konvergerar onp > 1 ser vi att
o0

1
2 57

T o9p3/2°

konvergerar. Darmed ger Weierstrass sats att den ursprungliga serien konvergerar likformigt pa hela tallinjen

och att alltsa gransfunktionestz) ar kontinuerlig for allar.

7. (b) Enligt definitionen far vi

fglt) = / (t — w)g(u) du =

t t2
/ 1-udu= —.
0 2



8. (a) Lat

_ (2n)! 5,4
Cp = (n!)Qx
Da galler
Cn+1 o (2(n—|— 1))!|$|2n+1 . (n|)2 _ (2n+ 2)(2n+ 1) . ‘ |2 _ w . ‘Jf|2 _ 4|$‘2
en | ((n4+1)H)2 (2n)!|z|2n—1 (n+1)2 T on+1

dan — oo. Enligt kvotkriteriet konvergerar serien om detta gréansvarde ar mindre an 1 och divergerar om
det ar storre &n 1. Alltsa ar konvergensradien 1/2.

(b) Lati detta fall

n M1

n-'r

Cp = 1
n:

Av Stirlings formel vet vi att

nl = (E)n V2rn(l + €,)

(&
dare,, — 0 dan — oo. Detta leder till att

a7 = al = ola]

(V2 (1 + en)V/m

dan — oo. Rotkriteriet ger da att serien konvergerar efn| < 1 och divergerar ona|z| > 1. Konver-
gensradien &r darfdr/e.




