Ldsningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 13/1-05

1. Karakteristisk ekvation ar
r?—6r+8=0

med rétterna 2 och 4. Den tillhérande homogena ekvationen har darfér allméanna ldsningen
yM =A.2" 4+ B.4"
For att hitta en partikularlésning till ekvationen ansattey,yi= a - n2™ vilket leder till
Ynto—6Yni1+8yn = a-(n+2)2""? —6a-(n+1)2" " 4+-8a-n2" = a2"-(4n+8—12n—12+8n)2" = —4a2".
Detta ger en partikularlésning om vi tar= —1/4, dVSy,({’) = —n2"~2 och den allménna lésningen &r
Yp =A-2" + B-4" —n2""2

For att de tva begynnelsevardena skall vara uppfyllda kravs mi att3 = 0 och2A4 4 4B — 0.5 = 1. Detta
intréffar precis dé4d = —3/4 ochB = 3/4 dvs

Yn =3-4""1 — (34 n).2n72

2. Laplacetransformering med de vanliga beteckningarna ger

5

(2 +1)Y(s) = GriZel

dvs
5

Y(s) = (s24+1)(s2+25+2)°

Har gor vi partialbraksuppdelningen

5 _AerB Cs+ D

(s24+1)(s2+25+2) s241  s242s5+2

som efter multiplikation med vansterledets ndmnare svarar mot
5= (As+ B)(s*+25+2)+ (Cs+ D)(s* + 1)

dvs
5=(A+C)s*+ (2A+ B+ D)s®> +(2A+2B +C)s +2B + D.

Identifiering av koefficienterna ger sa smaningdm- —2, B = 1,C = 2 ochD = 3 dvs

25+ 3 25 —1 s+1 1 s 1
Y(s) = — =2. -2. .
() $24+2s+2 s2+1 (s+1)2+1+(5+1)2+1 52+1+52+1
Detta ger
y(t) = e "(2cost + sint) — 2cost + sint
3. (&) Vihar

™

2 ™
ak:f/ sinzcoskrdr, k=0,1,2,...
0

vilket genom trigonometriska formler kan skrivas

ay = 1 /Oﬂ(sin (k+ 1)z —sin(k — 1)) dz.

™

Fork = 1 ger detta

1 [7 1 2¢]"
alzf/ sin2xd:r:[—cos x} =0.
T Jo 0 2 0

Fork # 1 farvi

" 1[ cos(k+ 1)z cos(k— 1)3:] " 1—cos(k+1)r 1—cos(k—1)m
k= = -
T

Gt o) |, Akt D) 2k — 1)



och alltsa

ap =

Lo (lik‘_kil)

vilket ger atta;, = 0 om k &r udda och

ar = — omk ar jamnt

4
m(k? —1)
Speciellt ger dettay; = 4/7. Den sokta cosinusserien ar darfor

. 2 4 X cos2nx
Smx — ; Z —

T 4n? —1°
n=1

(b) Cosinusserieutvecklingen ain = svarar mot fourierserieutveckling av den jamna fortsattningesiray
dvs|sinz|. Genom att ta: = 0 i serien far vi darfor

2 4 1
2_= e
T 7rn24n2—1

vilket ger

(c) Parsevals formel ger

8 16 1 2 [T, 1 [
— + 7)22;/0 sin xdm:f/o (1 —cos2z)dx = 1.

2 r2 — (4n? -1 v

Alltsa far vi

S o1l
(4n2—-1)2 16 2’

n=1
4. (a) Lat
|
Cp = T pantl,
nn
Da galler
Cna1 n—+1)! n x n x
| +|: ( 1)' 'l_||2n+3: " ‘$|2=;|1‘|2—>£
[en] (n+1)ntL bzt (n4+1)7 (1+1/n)n e

dan — oo. Eftersom serien enligt kvotkriteriet ar konvergent om detta gransvarde ar mindre &n ett och
divergent om gransvardet &r storre an ett sa ar konvergensrgdien
(b) Med

2
Cn — nnxn

har vi
0 omlx| <1

1/n _ n
ealtn = alel {0 oA S

dadn — oo. Rotkriteriet ger alltsa att serien &r konvergent orh < 1 och divergent omz| > 1.
Konvergensradien &r darfor 1.

5. Lat X (z) ochY(z) varaz-transformerna av respektive folid. Da galler sambandet) = H(z)X (z) dvs
H(z) =Y (z)/X(z). Ur formelsamlingen kan vi utlasa att

: ochY(z) = 722\/3/2

X =
(2) z—2 22 —-2244

vilket alltsa leder till




Detta leder till att

nmw \/5
T{2"sin —} ~ ————.
i bmS} 22 —22+4
Vi har darférH (z) ~ {h,,} dar
h,LZQnSin%—QnSin@fGFHZLQ,...

medanig = 0.

. Vi anvander definitionen av laplacetransform:
—s(n—1) _ e—sn es—1

i =M™ =1 e e
F(s)= e st dt = Ze st dt = = =
()= [ fioe ;/n > - e

n=1 n=1

Vi kan hér utnyttja potensserieutvecklingen
o0 x”
In(l—2x2)=- — forjz| < 1
n(l-a)==3 T forle

medxz = e~ . Detta leder till att
(e —=1)In(1—e*)t

F =

(s) .

. (d) Enligt faltningssatsen har den sokta faltninggransformen
2 3 5 2-441-5 2:-5+3-4 3-5 13 22 15
z z z z z z z z z

Den soOkta transformen ar allt$al3, 22, 15,0, 0,0, . . ..

. Eftersomf(x) = x ar en udda funktion p&-1, 1] har denna en fourierserieutveckling av formen
o0
€T~ Z by, sinnmx.
n=1

For att minimera den givna integralen skall man da vélja b, ochb = b,, sa det ar dessa tva koefficienter vi
behover bestamma. Allméant galler

cos nw:v] 1 n 2 ! COoS N

— cosnmxdr = —2 .
o 7™ Jy ™

1
b, = 2/ rsinnx dr = [72x
0 ™

Detta gefa = b; = 2/7 ochb = by = —1/.

For att bestamma minimivardet kan vi exempelvis anvanda Parsevals formel vilket ocksa kan anvéandas for att
visa att de val aw. ochb verkligen minimerar integralen. Funktionen

g(x) =x —asinmx — bsin 27z
har fourierserieutvecklingen

g(z) ~ (by — a)sinmwz + (by — b) sin 27z + Z by, sinnmx

n=3
darb,, alltsa svarar mot fourierkoefficienterna pa [-1,1] fir:) = x. Parsevals formel ger darfor

1 oo
/ (z — asinmz — bsin 2rz)? de = (by — a)* + (bo — b)* + Z b2,

-1 n=3

Har minimeras alltsa hogerledet av= b, ochb = b, och i detta fall har vi

1 e}
/ (z — asinTz — bsin 272)? de = Z b2

-1 n=3

Men & andra sidan ger Parsevals formelfpd) = z att

1 o)
/xQdm:Zbi
-1 n=1
vilket ger att
0 1
2 4 1 2 5
2 _ 2 2 2 _ —

som darfor ar det sékta minimivardet.



