LAsningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 21/10-05
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(b) Serien ar av formen

% + ;(an cos nx + by, sinna)

dar

1 27 1 27
an = —/ zcosnxzdxr och b, = —/ zsinnz dz.
™ Jo ™ Jo

Forn = 0 ger detta

1 2721
ag = — l‘_ = 27.
T2 ],

Forn > 0 har vi genom partiell integration dels

. 2
1 sinnz " 1 2
ap = — |T- - — sinnzdr =0
0

™ n ™ 0
dels
1 cosnx 2w 1 [ 1 cos 2mn 2
bnz—[—x~ } + — cosnrdr = — | —2m - =——.
T n lo ™ Jo T n n
Den sokta fourierserien ar alltsa -
sinnx
T™—2 Z .
n=1 n
(c) Vianvander Parsevals formel
ag = 2 2 1o 2
n=1 ™ Jo
som i vart fall ger
=1 1 [23 27 82
22 +4y) = || ==,
mHA) m e [ 3 h 3
n=1
Detta leder till
ii_l. 8% L2\ ™
—n? 4 3 6
2. (b) Vianvander laplacetransform som ger
s . 2
F(S) = m OCh sin 2t D m

och dar sambandetx g(t) = sin 2t enligt faltningssatsen for laplacetransformer da karvakri

2
F(s)G(s) = 211
dvs ) )
s“+1 2 s“+1
Gls) = s s2+4 7 s(s2+4)
Detta leder till 5 5
G(s) = -




Den sista av dessa termer kan vi partialoraksuppdela egégettm omskrivningen

2 2 b v N_ 1/l s
s(s2+4)  s2(s2+4) T 2\s?2 s244) 2\s s2+4+4)°

Detta leder till att

1 1 3 S
Gs)=~.-4+2.
=5 St3 21
dvs 1+ 3cos 2t
COS
o(n) = LEE2

3. (a) Late, = n(n —1)37"2™. Da galler
(n+ 1)n3—n-1gn+l

n(n — 1)3—nzgn

n+1 |z %M

T n—1 3 3

Cn+1
Cn

ddn — oo. Serien ar darfor enligt kvotkriteriet konvergent dmj < 3 och divergent omz| > 3.
Konvergensradien &r darmed 3.

(b) Betrakta foit| < 1 den geometriska serien

> 1

Efter tva deriveringar har vi d&

Z (n—1)t" 2 = TEDE

n=0

vilket efter multiplikation med? ger

= 212
n(n — 1)t
"= S -y
Har kan vi satta i = 1/3 och fa
i n(n—1)37" = 2 372 2-3 3
T(I-313 3-17 1

4. Metod 1: z-transform:
Lat Y (z) vara transformen av foljdefy,, }. Da galler{y,+1} D 2Y(z) — yoz = 2Y (2) — z och{y,42} D
22Y (2) —yoz? —y12 = 22Y (2) — 22 — 32. Det gor att differensekvationen tillsammans med begyewirdena
overgar i

22Y(z) —22-32— 4(2Y (2) — 2) +3Y (2) = > i 2 =z i 4
dvs , 2(2z — 6)
(-4 3VG) = ooy T 7
dvs - B _ C22(2-3) _
(z—1)(z = 3)Y(2) C—2(-1) +z(z—-1)
och alltsa 22 z

Ye = o0 T o3

Vi gor har partialbrdksuppdelning av forsta termen eftehatbrutit utz

2 A N B N C
(z—=1)(z—2)(z—4) 2z—-1 2-2 z2-4

dar "handpalaggning” get = 2/3, B = —1 ochC = 1/3. Sammantaget far vi




och alltsa ) )
= = — 27L 37L . 4n
Y 3 + + 3

Metod 2:Utan z-transform:
Den karakteristiska ekvationeff — 4 + 3 = 0 har rétternar; = 1 ochr, = 3 s& motsvarande homogena
ekvation har Iésningen

yM =A+B-3"

For att hitta en partikulérldsning anséattenyi = a - 2™ + b - 4™ och betraktar ekvationens vansterled
Ynt2 — Wni1 +3Yn = a-2"T2 45472 —4(a-2" T £ 54" £ 3(a - 2" + b - 47)
vilket ger
Ynio — 4Yni1 +3yn = a(2"T? — 4.2 13.9") 1 p(4" T2 — 4. 4" 1 3.4") = —q- 2" +3b-4".
Vi har darfor en 16sning till ekvationen om vi tar= —1 ochb = 1/3 dvs en partikulérlésning ar

1
(P) — _gn 4 — . 4n,

Den allménna lésningen till ekvationen ar darfor
n 1 n n
Y = —2 +§-4 +A+ B-3".

De tv4 startvardena ger sedhr- g = —1 + % +A+Boch3 =y, =-2+ % + A + 3B dvs ekvationerna
A+ B =2%o0chA+ 3B = i medlosningeM = 2 och B = 1. Den sokta lésningen &r darigenom

2 1
== — 27L 371, . 4'IL
Yy 3 +37 + 3

. Funktionery(t) = | sint| ar periodisk med perioden Dess laplacetransfori(s) ges darfor av

1 & .
G(s) = 77“/ sint - e~ dt.
1—e 0
Denna integral kan uppfattas som laplacetransformen avudédion som arint fér 0 < ¢ < 7 och0 for
ovrigt, dvs funktionemsin ¢ - ug(t) — sint - u,(t). FOr att kunna anvanda formlerna for laplacetransforngerin
observerar vi attint = — sin(t — ) och far

1 1 1 s
sint - ug(t) — sint - ur(t) = sint - up(t) + sin (t — 7) - ur(t) D 21 + 211 —— %,
Detta ger att
1 1+e™ 7™
G = . .
() 241 1—e7s

Den funktion vi egentligen &r intresserade avfét) = e ‘g(t) vars transformF(s) alltsa ges aw'(s) =
G(s+1)dvs

1 14 e m(+D)
(s+1)2+1 1—e 7+

F(s) =
. Fallet p = 2. Vi forsoker anvanda Weierstrass majorantsats. 1Lgtr) = (1 — x)2z™. for att undersoka
maximum aviu,, (z)| pa[0, 1] deriverar vi funktionen och far

ul(z) = =21 —x)z" + (1 —2)? 2" ' = (n — (n+2)z)(1 — z)a™.

Vi ser att funktionen pd intervallé®, 1] har maximum iz = n/(n + 2). Eftersom funktionen dessutom inte ar
negativ pa intervallet far vi

n n \>( n \" 2 \? 4
n < up =11- < < —
fun (@) < u (n+2) ( n+2> (n+2> <n+2> n?

forallax i [0,1]. Eftersom seriey_>> , 4/n? ar konvergent ger Weierstrass att den givna serien komarge
likformigt p& [0, 1].




Fallet p = 1. Observera att f60 < = < 1 géller

9] [eS) 1—
Y2 =(1-x)) a" = =1
n:O( x)x ( x) n:Ox 1

medan summan &r 0 far = 1. Summan &r alltsd inte kontinuerligri = 1. Daremot ar varje term i sum-
man kontinuerlig pd0, 1] och hade konvergensen varit likformig 18 1] skulle ocksa summafunktionen varit
kontinuerlig dar. Det &r den alltsa inte s& konvergensentédikformig.

. Méngden{1, cos 7t, cos 2xt, . . .} bildar ett ortogonalt system i den skalér produkt som ges av

</f.g >=/0 f(t)g(t)dt.

Vi utvecklar funktionersin 7t i en cosinusserie pd, 1] och far

oo
. ag
sinmt ~ ) + g a, cosnmt

n=1
dar
9 rl
ap, = I/ sin 7t cos nwt dt.
0

sedan vet vi att den givna integralen minimeras om vatar ag/2, b = a1 oche = as.
For att berdkna koefficienterna anvander vi omskrivningen

2sin 7t cosnt = sin (nt 4+ nat) + sin (7t — nat) = sin (n 4 1)t — sin (n — 1)t
som ger
! 4
ap = / 2sinmtdt = —
0 m

1
a1 :/ sin27tdt =0
0

3

1
2 2 4
as = / (sin3nt —sinwt)dt = — — —
0 3mow

Slutsatsen ér alltsa att man skallita= 2/, b = 0 ochc = —4/(3).



