Losningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 12/1-06

1. (a) Serien dr av formen
o0
% + ;(an cos nx + by, sin nx)
dir

™

1 [ 1 /"
ap, = —/ f(x)cosnzdxr och b, =— f(x) sinnz dz.

—T

For n = 0 ger detta

medan vi for n > 0 har dels

1 (7 1 [si T
anz—/ 1-Cosnxdx:—[bmnx] =0
™ 0 s n 0

dels

1 [7 . 1 cosnr1™ 1—cosnm
b, = — 1-smnxda::—[— } = .
T Jo T n lo ™

Detta ger alltsa b, = 0 om n dr jamnt och b,, = 2/(7n) om n ir udda. Den sokta fourierserien ir dérfor

oo

1 2 sin (2k — 1)z
§+_; 2k — 1

(b) Vi anvinder Parsevals formel som ger

vilket leder till

S L 1y
= (2k-1)2 4 2) 8

(c) Genom att sitta in = = 7/2 i fourierserien och utnyttja att den styckvis deriverbara f () &r kontinuerlig i

denna punkt far vi

1 2 sin (2k — 1) % T
~+ 2 =f(z)=1
2+7r]; 2k —1 f(2)
Men - -
sin (2 — 1) = sin (k7 — o) = (—D)*(-1) = ()& +1) = (-1) &k - 1)
s vi far -
1 2 (—1)k-1
4= =1
2 7 2 2%k — 1

och alltsa

2. Laplacetransformering ger

5
2+4)Y(s)—s—2=

(s"+4)Y(s) —s poee]

dvs 5 42
s

) =G T2

Vi ansitter partialbraksuppdelningen
5 A Bs+C

= +
(s+1)(s24+4) s+1 244
som efter multiplikation med vinsterledets namnare &dr ekvivalent med

(A+B)s>+ (B+C)s+4A+C =5.



Identifiering av koefficienter ger A+ B = 0, B4+ C = 0och 44+ C = 5, med 16sningen A = 1, B = —1 och

C = 1. Detta leder till
1 1—s s+2 1 3

Y = =
(5) S+1+82+4+82+4 8+1+82+4

och alltsa 5
y(t) =e '+ 3 - gin 2¢.

. Metod 1:Utan z-transform:

Karakteriska ekvationen 72 — 3r + 2 = 0 har rotterna 7; = 1 och 7, = 2. For att hitta en partikulirlosning gor

vi ansatsen y,, = an. (Bara y,, = a fungerar inte nér en av de karakteristsika rotterna dr 1.) Detta leder till
Yn+2 — 3Yn+1 + 2yn = a(n + 2) — 3a(n + 1) + 2an = —a

som visar att vi har en 16sning till differensekvationen om a = —1 dvs y,(Lp ) = —n. Den inhomogena differ-

ensekvationen har dédrfor den allménna 16sningen y,, = A 4+ B - 2" — n. Aterstdr att bestimma A och B s att

startviardena dr uppfyllda. Vihar yo = A+ B ochy; = A+2B — 1 sa villkoren yo = 0 och y; = 1 4r uppfyllda

dd A = —2 och B = 2. Detta ger

Yp=2-2"—np—2=2""1 _pn_9

Metod 2:Med z-transform:
Transformering ger

2 3,49V (2) 2= —
(2 =3242)Y(z)— 2 o
dvs . . .
Y(z) = A
R P P R CE R Rl Py ooy
Vi gor partialbraksuppdelningen
z A n B n C
(z—1)2(2-2) z—-1 (2-12 2-2

som leder till
Alz=1)(z—=2)+B(z—-2)+C(z—1)> =2
dvs
(A+C)22+(-3A+B—-2C)2+2A-2B+C ==z
ochalltsa A+ C =0, —-3A+ B —2C =10ch2A — 2B + C = 0. Detta dr uppfyllt dd A = —2, B = —1 och
C = 2. For Y (z) har vi alltsa

z z z
Vi(z)=2- - _9.
(2) z—2 (z—-1)2 z—1

vilket vid inverstransformering ger
Yn=2-2" —n—2.

(a) Med beteckningen u,, (t) for enhetsstegfunktionen i a kan f(t) skrivas
f(t) =t(uo(t) —ui(t)) + (2 — t)(ur(t) — ua(t)) = tuo(t) — 2(t — 1)ui(t) + (t — 2)ua(t).
Vi vet att ¢ har transformen 1/s2 och vi har formeln f(t — a)u,(t) C F(s)e™*. Detta ger i vért fall

_ 1—2 5+4e2

F(s) 5

S

(b) Observera att s? + 2s +2 = (s + 1)2 + 1. Vi vet att

. s
C sint och ——— C cost.
s

s2+1 +1
Det leder till 1 1
s
—  cCcetlsintoch————— C e tcost
CESIEES e “sint oc GFIPT1 e " cos
dvs s s

C e *(cost —sint)

2+25+2 (s+1)2+1
och slutligen

se” TS

m — o (t=m) (COS (t — 7T) — sin (t — W))Uﬂ(t) _ eﬂ'—t(sint _ cos t)u,r(t)



5.

6.

For z-transformerna av in- och utsignalerna X (z) respektive Y'(z) finns en dverforingsfunktion H(z) sé att
Y (z) = H(z) X (z). For de givna in- och utsignalerna ger detta samband likheten

z z
= H .
z— % (2) z—2
och alltsa 5
5 —
H(z)= T
T3
For den sokta utsignalen giller
z
Y(2)=H
(=) = H() - ——
sa vi har
z—2 z z—2

o214 2—3_2.(z—l)(z—3)'
Vi ansiitter partialbraksuppdelningen
z—2 A B

(z—%)(z—3)_z—%+z—3

dir handpéldggning ger A = 3/5 och B = 2/5. Detta leder till

3 z 2 z
Y = — . — .
B=5 175 73

och alltsa att utsignalen &r

3 2
=29 L gn
Yn =75 *5

(a) For x = 0 dr summan O eftersom varje term dr det. For £ > 0 har vi en geometrisk serie med kvoten
1/(1 + x) vars absolutbelopp #r mindre #n 1 varfor serien 4r konvergent med summan

s=z"- — =z""'(1+a).

(b) Vi observerar forst att om a = 1 dr summan 0 fér x = 0 medan den dr 1 4+ x fér > 0. Den ér alltsa
inte kontinuerlig i « = 0 vilket den skulle varit om serien konvergerat likformigt pa [0, co[. Alltsd serien
dr inte likformigt konvergent pa [0, 0o[ dd a = 1.
Om a = 2 dr summan z(1 4+ x) dd = > 0 och alltsa kontinuerlig i = 0 men det récker inte for att visa
likformig konvergens. Vi anvinder istéillet Weierstrass majorantsats. Infor beteckningen w., (x) for seriens
termer, dvs u, (z) = x?(1 + )~ ™. Derivering ger

ul(z) =201 +2)™ —nz?(1+2)"" =21 +2)"" "2 + 22 — nx)

n

och vi ser att om n > 2 ir derivatan 0 di = = 2/(n — 2) och att detta ger ett maximum pa [0, co[. Eftersom
up(z) > 0dé z > 0 har vi |u, (z)] < u,(2/(n —2))|. Vidare giller for alla x > 0 att u, () < 22 varfor
vi for n > 2 har uppskattningen

lun ()| < 5 forallaz > 0.

4
T (n—-2

> 4 =4
Zm:Zﬁ

n=3 n=1

Eftersom

ar konvergent sa ger Weierstrass sats att den givna serien &r likformigt konvergent for x > 0.

(a) Lat ,
_ ()
T
Da giller
cnp1 | ((n+ 1)H2(Ja] (@) (n+1)2 | = n+l 2] — |z
cn | 2(n+1)! (nh2]z" — (2n+2)(2n + 1) 22n+1) 4

dd n — oo. Enligt kvotkriteriet konvergerar serien om detta grinsvirde dr mindre &n 1 och divergerar om
det &r storre dn 1. Alltsa dr konvergensradien 4.



(b) LAt i detta fall

n =

(2" + n3)a™
Hir gor vi omskrivningen
214 nP27 )
T 31+ n23m)

och far

len| 1/ = 2z (1+nP2mln 2]

3 (1+n23-mi/n 3

da n — oo. Rotkriteriet ger da att serien konvergerar om |x| < 3/2 och divergerar om |z| > 3/2.
Konvergensradien dr dérfor 3/2.



