Losningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 23/8-06

1. (a) Serien &r av formen

a = :
70 + Z(ak cos kt + by, sin kt)

k=1
dér alla by, = 0 eftersom funktionen &r jamn.For ay, har vi
1 [7 2 (7
ap = — f(t)cosktdt = — / t? cos kt dt.
T J_. T Jo
I sista ledet har vi ater anvént att f(¢) dr jamn. Genom partiell integration far vi
i innt]™ 2 (7 2 kt]™ 2
/ £* cos kt dt = [t2 (R ] ~Z [ tsinktdt =0-> [—t- ﬁ] — 2 [-coskt]] = 2% coskn
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vilket ger

4 .
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Dessa rikningar fungerar inte i specialfallet £ = 0. Vi har
2 [T 2 7r3 272
=2 Bdt==-— ="+
ao ™ /0 T 3 3
. Detta ger
72 00 1)k-1
24 Z ay, cos kt + by, sin kt) ? 4 Z cos kt
k=1 k=1
vilket dr det onskade resultatet.

(b) Eftersom den periodiskt fortsatta funktionen &r kontinuerlig och styckvis deriverbar konvergerar serien i
varje punkt mot funktionsvérdet. Speciellt genom att ta ¢t = 0 far vi

_ 7r2 s (_l)k—l
3 k2

vilket ger

k=1
(c) Om vi istillet sétter in ¢ = 7 far vi
2 0 k—1
772:%—42( 2 cos km
k=1
dvs
2 oo
g T 1
k=1
som ger

k=1
(d) Parsevals formel ger att
2 e T
ap 2 9y _ 1 2
o +Z(ak+bk) = ﬂrf(t) dt
k=1
dvs -
1 4x* 1 1
R | S 4
5 9+ 6> = / Wt dt
k=1
Eftersom 5 .
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—/ thdt —/ == =
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far vi



2. Laplacetransformering ger
1

s+1

sY(s) —1+5Y(s) + SY(S) =

som ger
s(s+2) s(s+2) s

(o) = +1(s2+55+6) (s+1)(5+2)(s+3) (s+1)(s+3)

Partialbraksuppdelning ger sedan

1 1 3 1
Yis)=—=- 2
0 =3 rit2s+3
vilket innebdr att 16sningen &r
1 3
yit) = —5 e 4 S e

3. Den karakteristiska ekvationen 4r 2 — 2r + 2 = 0 som har rotterna r = 1 = 4. P4 polir form kan dessa skrivas

r= \/i(cos% +sin %).

Det gor att den homogena ekvation som svarar mot den givna differensekvationen har 16sningen

yP) = (v/2)"(C} cos %r + Cysin %r)

For att hitta en partikulidrlosning ansitter vi y,, = An + B vilket vid insittning leder till att
Ynt2 — 2Ynt1 +2yp = An+2)+ B —-2(A(n+1)+ B)+2(An+ B) = An+ B

sd vi har en 16sning om vitar A = 1 och B = 0, dvs y%p ) =n. Sammantaget ger detta den allménna I6sningen

Yn = n + (V2)"(C cos %T + Cssin %r)
Denna ger

y0=Clochy1=1+\/§(Clcos£+Cgsin%)=1+C’1+Cg

sa for att fa villkoren yo = y; = 1 uppfyllda behdver vita Cy = 1 och Cy = —1 vilket ger 16sningen

n+ (V2)"(cos " _ sin n_7r)
4 4
4. Laplacetransformering ger
sY(s)+Y(s) =1+ ¢
och alltsa
1 e~ ?

Vi vetatt 1/(s + 1)) svarar mot funktionen e ¢ s vi tittar vidare p& de andra termen. Forst observerar vi genom

partialbraksuppdelning att
111
s(s+1) s s+1
som i#r transformen av H (t) — e~t. Detta gor att

e—s

s(s+1)

ar transformav H(t — 1)(H(t —1) —e~ 1) = H(t — 1)(1 — e~ *~1), Sammantaget ger detta att den sokta
16sningen ar
y(t) =e P+ H(t —1)(1 — e~ D).

5. Systemets dverforingsfunktion H (z) dr z-transformen av pulssvaret dvs

H(z) =

z
z—0.5"

Sambandet mellan z-transformen, X (z), av insignalen och z-transformen, Y'(2), av utsignalen ges av Y (z) =
H(z)X(z). Idet sokta fallet dr X (z) = z/(z — 0.8) s vi far

z z z

2—05 z-08 ~ (2—05)(z—08)°

Y(z) =



Partialbraksuppdelning ger

och alltsa

som ger att utsignalen 4r

6. Observera forst att utvecklingen av funktionen f(z) = z i en cosinusserie pé intervallet [0, 1] &r av formen

ao

5 + Zak coskmx

k=0
dar
1
ay = 2/ f(z) coskmz dx.
0

De bista valen av talen a, b, c irdd a = ag/2, b = a; och ¢ = ag, sa vi riknar ut dessa. Allmént har vi genom
partiell integration

1

1 ] L . )
ar = 2/ zcoskmxdx = 2$sm krx _ i/ sin ke de = 2 [cos krx _ 2(cos km 1)‘
0 kr |y kmJo T = R

Detta ger oss

b=a1:——zochc:a2=0.
T

Diremot fungerar inte formeln for £ = 0 men dér har vi

1
a0=2/ zdr =1
0

sd vart val av a skall alltsd varaa = 1/2.

8. Vikan i bada fallen anvinda rotkriteriet.

(a)
B L NN
2n 4 n?2 ~2(1+n2-27n) 2
ddn — oo. Serien 4r dirfor konvergent om |z| < 2 och divergent om |z| > 2. Konvergensradien dr dérfor
2.
(®)
g2t [t/ |$|2+1/n |z[2
- - — s —
2n 2 2

d& n — oo.Serien ir alltsd konvergent om |z|? < 2 och divergent om |z|?> > 2. Konvergensradien &r
didrmed /2.

For att bestimma seriesumman observerar vi att med ¢ = 22 /2 har vi

2n+1 0

x 1 2

=z E =g — = T
on 1—-t 2—22

n=0 n=0



