Losningar till TMV050 Transformer och matematisk programvara for 12
aug-07

1.

4,

Laplacetransformering ger med vanliga beteckningarna

1

(s +4)Y(s) —s = o)
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Y(s) = 1 4 S _1 1 s—1 4 S _1 1 4 S +1
(s 1)(s2+4) s2+4 H5\s+1 s2+4) (s+1)(s2+4) 5\s+1 244 2 s2+4

Detta leder till att
y(t) = 0.2¢ " + 0.8 cos 2t + 0.1sin 2t

Den karakteristiska ekvationen ar
r2—8 +7=0

som har rétterna vy = 1 och 72 = 7. Den tillhérande homogena differensekvationen har alltsé allménna
16sningen
yh)=A- 1"+ B- 7"

For att hitta en partikularlosning ansétter vi y,, = a - 2", Detta ger
Ynt2 — 8Ynt1 + Tyn =a-2""? —8a- 2"t 4 7q-2" =q-2"- (2° —8-2+47) = —5a- 2".

Vi har alltsé en 16sning till den givna differensekvationenom vi tar a = —1, dvs en partikulérlosning yﬁf’ ) = _on
vilket leder till den allménna 16sningen

Yn=A+B-T"—2".

Aterstar villkoren yo = 1 och y; = 0 som &r uppfyllda precisdd A + B—1=10och A+ 7B — 2 = 0 dvs da
A =2 och B = 0. Alltsa 4r 16sningen
Yo =2 — 2™,

Transformering av ekvationen ger

p 5
22Y (2) — 2° —82Y(2) + 82 + 7Y (2) = - _22
dvs
2 52 2
(22 =82+T7)Y(z) = P +2° -8z
och alltsd partialbraksuppdelningen
Y (2) 22— 10z + 21 z2—3 A B

s G- De-2G-7 (-De-2 -1 'z-2

“Handpaldggning” ger A = —2, B = —1 och alltsa

dvs
Yn = 2-2"

(a) Med bokens beteckningar har vi 2a = 2 dvs a = 1 och alltsé k7 /a = 1 s serien ir alltsa av formen

1 1

1
z(t) cos kmt dt och by, = 1 / z(t) sin kwt dt.

—1

= 1
Z(ak cos kmt + by sin knt) dér a, = 1 /
k=1 _1

I vart fall ger detta for k > 0

in ke 1!
smﬂ']zo

1
ak:3/ coslmrtdt:?)[— A
0 7T

0

).



och

—(1 — cos k).

1
b = 3/ sin krt dt = 3 [— cos ’m] 3
0 0

km km
Detta leder till att by, = 0 da k jamnt och b, = 6/(k7) da k 4r udda. Serien kan darfor skrivas

Z Sln 2” + ].
2n+1
men det aterstar att bestimma ag. Vi har

1
ag =3/ cos0dt =
0

s& den sOkta serien 4r

§ 6 f: sin (2n + 1)7

2 ™= 2n+1
(b) It =1 dirseriens summa (f(1-) + f(14))/2= (3-10)/2 = 3.

5. Laplacetransformering ger
1 2 _
Y(s) + EY(S) =i +e ™
och alltsa 5
Y(s) = > b e

(s2+4)(s+1) s+1
Partialbraksuppdelning ger

2 s+4 1 1
Y = — . — —7Ss 1—
() 5 <s2+4 s+1)+e ( s+1>

2
y(t) = = (cos2t + 2sin2t) — ™) + 6(t — m) — e """ Theta(t — ).

som ger

6. Mellan z-transformerna av en insignal {z,} och en utsignal {y,} giller sambandet Y (z) = H(z)X (z) dar
H (z) &r systemets overforingsfunktion.

(a) Idetta fall 4r 2, = 1" vilket ger X (2) = z/(z — 1) och y, = 1 — 0.2" som ger

z 2 0.8z
Y — — = .
(2) z—1 2z-0.2 (2-1)(z-0.2)
Detta leder till v 0.8 1 0.8
H(z) = ) _ ~ =

T X)) (-1)(z-02)  z z-02
(b) Nu #r insignalen z,, = 0.1™ som ger X (z) = z/(z — 0.1), sa for utsignalen géller

0.8 ‘ z _ 8z _ 8z
2—-02 2-01 2-02 2-0.1

Y(z) =

och allts3 #r utsignalen y,, = 8(0.2" — 0.1™).

7. (a) Eftersom f &r periodisk med perioden 27 har vi

™ ™

Me+om) = [ e+ or—wg)du= [ f(t—wg)du= ht).
(b) Att f(t) &r jimn ger oss
h(—t) = % F=t=u)g(u) du = % _7; F(t+w)g(u) du.
Variabelsubstitutionen v = —v ger oss da
m == [ f=vgt--(Ddv=1 [ e—vig-v)-do =2 [ fe-vlgo)-do = hee).

Hir anvinde vi oss av att ocksé g(¢) dr jamn. Vi har alltsa fatt fram att Ah(—t) = h(t) s h dr jimn.



(c) Vi observerar forst att om man har en periodisk funktion 2(u) med perioden 27 sa giller
t+m s
/ z(u) du = / z(u) du
t—m -

Genom variabelsubstitutionen s = ¢t — v har vi

for varje t.

™ i+

£t = u)g () du = / £(8)g(t — 5) ds.

- t—m

Eftersom f(s) och g(t — s) bada dr 2w-periodiska som funktioner av s dr ocksd z(s) = f(s)g(t — s) det
sa vi kan anvdnda anmérkningen ovan och byta integrationsintervallet och fa

t+m

™

£(t - u)g(u) du = /

t—m

$@)ate=)ds = [ f(e)ae—s)ds.

-
Beviset dr ddrmed klart.
(d) Eftersom h(t) dr jamn innehaller serien inga sinustermer. For koefficienterna for cosinustermerna giller
1 [7 1 /™ /1 ["
an(h) =~ [ h(t)cosntdt = - / (- F(t = u)g(u) du) cosnt dt.
- —a \T J_x
Hir kastar vi forst om integrationsordningen och utnyttjar sedan att f dr jamn till att fa

an(h) = 1/W (1 " 1) cosntdt) g(u) du.

TJ—x

an(h) = —/W (1 "t cosn(u— 1) dt) du.

-7

Hir utnyttjar vi sedan formeln
cosn(u —t) = cosnt cosnu + sinnt sinnu

och det faktum att .
f@)sinntdt =0
-7

eftersom f(t) sinnt dr udda. Detta ledert till att

an(h) = _/w (l _ﬂ f@) cosntcosnudt) g(u) du = 1 /7r an(f) cosnug(u) du = a,(f)an(g).

- \T T J_n



