12: Transformer ht05
Nagra bevis med hjalp av linjar algebra

Bakgrund fran linjar algebra

Vi betraktar vektorrumi” med en skalarprodukt som vi skrivéai, v) och darigenom
en norm|ju|| = +/(u, u). | sddana rum galler exempelvis Pythagoras sats

Vi + vl = [[val* + [Ival?,

omv; ochv, &r ortogonala mot varandra, dyg;, vo) = 0. Detta kan generaliseras
genom induktion till att galla flera parvis ortogonala vektorer sa att

[vi+vo+ .. vl = Vil + [[val? + ..+ Va2

om <Vi7Vj> = (0da; 7& J.
Vidare gallerCauchy-Schwarz olikhet

[{w, v < [[u][f|v].

Ett ortogonalt systemar en samling vektorer sadana att varje par av olika vektorer
ar ortogonala mot varandra. Om det ursprungliga vektorrummet &r oandligtdimen-
sionellt kan ett ortogonalt system innehalla oandligt manga vektorer.

Om man iV har ett underrun’ som har en ortogonal bds.,, . . ., u, } sa kan varje
vektoru i U framtéllas

u=cu +...+cu,
dar
(u, u;) (u, u;)

ci = = fori=1,...,p.
o(ww) u? o

Detta foljer av att
p p
(u,u;) = (Z cjuj, ;) = ch(uj,uZ) = ¢ (u;,wy).
j=1 j=1

Ortogonala projektionen pa ett underrund/ av en vektow i V' defineras som den
vektor projv = v i U sddan aty — v ar ortogonal mot varje vektor(i.

Om man i ett vektorrun¥” har ett underruny som har en ortogonal bgs.,, ..., u, },
sa framstalls projektionew av en vektow i V' pa underrummet/ genom
~ v,u v,u
v:< 12>u1+...+%up
[y | [, |

Nar vi nu skall anvanda resultaten pa fourierserier sa kommer vi att som det stora
rummet hal” = C[—r, «r], rummet av kontinuerliga funktioner pa intervalletr, 7|
med skalarprodukten

(r9)= [ st d.
Forvarjen = 1,2,... & méangden '
Sp ={1l,cosz,sinzx,...,cosnz,sinnr}
ett ortogonalt system och
S ={l,cosx,sinz,...,cosnx,sinnc,...}

ett oandligt ortogonalt system.



Bevis av sats 20.3

| rum med skalarprodukt ger projektionen den basta approximationen. Basta approxi-
mationen av en funktiorf med ett trigonometriskt polynom av gradn i den norm
man far av skalarprodukten

um:[ﬂmmm

ges darfor av projektionen gvpaT,, = Span{1,cosz,sinz,...,cos nr,sinnw}.
Med{uy,...,u,} = {1,cosz,sinz,...,cosnz,sinnz} har vi eftersom
| cos kz||* = || sinkx||* =7

for k =1,2...och|1]]?> = 2r att projektionen av en godtycklig funktighi C[—, ]
paT, ges av

. ag _ .
proj f(z) = 5 1 ;(ak cos kx + by, sin k)
dar e e
ar = —/ f(x) cos kxz dxr ochb, = — f(x)sin kz dz.
TJ _x T ) x

Fourierkoefficienternas utseende

Om man i rummet” har en oandligt ortogonalt systefm,, ..., u,, ...} och vill fram-
stalla en vektoxr pa formen

v=cu +...+qu + ...
ar det rimligt att tolka detta som
lim [|[v—v,||=0
p—00
dar
Vp =Ciu + ...+ U,
Enligt resultaten fran linjara algebran har vidafée 1,2,...,p
V,, U;
o v
[ |

Har kan vi gora omskrivningen

fori=1,...,p.

(Vp W) = (v, ) + (v = v, wy)
och observera att Cauchy-Schwarz olikhet ger
(v = vy, )| < [Iv = || il — 0 dép — .

Detta ger att for alla galler

<V7 ui)

C;, = BT

[[ui

dvs koefficienterna i framstallningen avkan raknas ut pd samma satt som for ett

andligt ortogonalt system.
Nar man anvénder detta pa rumniét= C[—m, 7], rummet med skalarprodukten

um:[ﬂmmm

med
{uy,...,uw;,...} ={l,cosx,sinz, ..., cosnx,sinnz,...}

pa en funktionf far man fourierserien fof.



Bevis av Bessels olikhet

Vid ortogonal projektion av en vekterpa ett underrum med ortogonal bas, . . ., u, }
har vi
V=cu +...+cu,.

Den generella formen av Pythagoras sats ger
V1% = e + . + llepuy|1®
som med raknereglerna fér normer ger

917 = cillu® + .. + e lluy ||

For projektionen har vi dessutom olikhetgw|| < ||v|| varifran olikheten

cillml® + .+ Gl [* < vl

foljer. Nar vi anvander detta for systemet;, ..., u,} = {1,cosz,sinz, ..., cos nz,sinnz}
pa funktionenf ges projektionen av

. Qo “ .
proj f(z) = 5 + ;(ak cos kx + by sin kx).

Eftersomvifork = 1,2, ... har
| cos kz||* = || sinkx||* =7

och||1]|?> = 27 sa ger linjara algebran att

2 n
. a
lproj £[[* = 55 - 2m +m > _(ai + bj).

k=1
Olikheten||proj f|| < || f] ger da
a_g : 7T+7Ti(ai +b2) < /7r | f(z)|? da.
2 k=1 -
Dividerar vi har medr och latern — oo far vi Bessels olikhet
ag - 2, 12 L[ 2
DeY @< [ @l
k=1 -

Nagot om Parsevals formel

Parsevals formel handlar om likhet i Bessels olikhet. | en allman formulering reduceras
det till att Pythagoras sats gar att generalisera vidare till en summa av oandligt manga
parvis ortogonala vektorer sa att likheten

v=cu +...+¢cu +...

leder till
V]2 = Ellu|?+ ... + ] + ...

Detta &r mojligt om det &r sd dit — v, || — 0 dap — oo, dar som tidigare

Vp =Cuy + ...+ Uy,



Har &r juv,, ortogonala projektionen avpa underrummet som spanns upgay, . .., u, }.
Av detta foljer enligt Pythagoras att

V1P = 1vy + (v = vp) I* = [V, ll* + [V = v, |[?
vilket da||v — v, || — 0 leder till att

V][> = Tim [jv,|]*.
p—00

Eftersom||v, |2 = ||| + ... + ¢|lu, || foljer det 6nskade resultatet
V]2 =S wl?+... +Sul?+....

| vart rumV = C[—n.7| kan man bevisa att for varje galler |[v — v,|| — 0 da
p — oo. Detta gar att generalisera till mycket generellare funktioner &n sadana som
ar kontinuerliga pa intervallet, aven mycket mera generella an styckvis kontinuerliga.
Men det ar en annan historia som man kan lasa om i mera avancerade kurser an denna.



