Tentamen 2011-08-24 : Losningar

Q.1 (a) Sitt u = cosz. Vi har en kvadratisk ekvation for u, som lyder
u? + 2u — 1 = 0. Denna ekvation har de tva lésningarna u = —1 & /2. Men
cosx € [—1,1], sa det finns bara en giltig 16sning, ndmligen cosz = —14++/2.

L

Slutligen har vi da att

sinz = +y/1—cos?z =" :i\;’/Q(\ﬂm 1).

(b) Vi har faktorerna x, 2 — 1 och x+ 1. Gér man en teckentabell sa ser man
att man har ett jAmnt antal negativa faktorer da —1 <z <O ochdaz > 1.
Dvs olikheten giller for dessa x-virden.

(c¢) Implicit derivering m.a.p. = ger att
2x(y® + 3) + 322y — 32y — 23y =0,

som kan skrivas om till
o Bxy —2(y° +3)
r(3y* —x)

Inséittning av x = 3, y = 2 och utritkning ger ¢’ = —4/27.

(d) Systemet ges i matrisform av

12 1 | 3
2 1 -1 | 2
18 7 | 11

Da vi utfér radoperationerna
Row Ry — 2Ry, Rsw+ R3— Ry, Ry —Rs, Ryr> Rg— 2R,

erhaller vi trappstegsformen

1 21 13
03 3 | 4
00010



(e.d) Lat v = ginz. Om 2 — 0 84 giar u — 0 ocksa. Sa i termer av u,
gransvérdet lyder

u -1

lim ~—
u—0 1IN U
ii. Huvudtermen i téljaren &r z och huvudtermen i ndmnaren dr v2x? =
V2 lz|. Sa kvotet beter sig som —5—, och didrmed gar mot —t dig — —c.
! V2 |z V2

iti. Sdtt v = e, Om ¢ — o¢ s gar v — 0. Kom ihag standardgransvirdet

In(1 + u)

lim = 1.
U0 U
Detta medfor att
lim rln(l+e ") = lim xe™ " =0,
L0 200

ty den negativa exponentialen slar potensen av z.

(f) Lat 6 beteckna solens vinkel 6ver horisonten och r beteckna skuggans
lingd. D& géller att tané = 2/x, dvs z = 2cotf. Derivera i bada leden
m.a.p. tid sa hirleder vi att

dx 2 db

dt — snlfdt’

Det #r givet att df/dt = —1/100 rad/s. Vi &r intresserade av dgonblicket da
f = 30° = 7 /6 rad. Eftersom sin(r/6) = 1/2 sa ser vi att, i detta dgonblick,

flﬁ - ~2 ~_L) — _2_ m/
at (/22 \"100) T2 "™

Q.2 (a) Vihar AB = (~1,2.0) och AC = (—1,4,3) och beréiknar en normal
till planet enligt

o 1 A 3
i=ABx AC = ~-1 2 Ot:6i~‘r3j~‘2k.
L1 4 3
Triangelns area ges dé av
Lo ol s 1 o T
Area:q;n&x5\,f65%~3*~r2*m§v49:5,



(b) Planens ekvationer lyder 62+3y—2z = d for ngt d. Punkten A = (0,1, 1)
ligger pa avstand 2 fran planen, som betyder att

5 16(0) +3(1) —2(1) —d| [1—d]
2 = | = L.
T Vesarraz | | 7|
Dérfor dr 1 —d = +2.7 = d = 15 eller d = ~13. Sa de tva planens ekvationer

lyder 62 + 3y — 22 = 15 resp. 6z + 3y — 2z = —13.

(c) Linjen har riktningsvektor AC' = (—1,4,3) och dérmed bestar av al-
la punkterna (—¢, 1 +4¢, 1 3¢), ddr ¢t € R. Skdrningspunkten erhalls genom
insdttning 1 planets ekvation, alltsa

A(—t) +3(1+4t) —2(1+3t) = 3=t = —2,
som innebir att skirningspunkten dr (2, -7, —5).

Q.3 (a) De kritiska punkterna till f; uppfyller
0= fi(z) =1—2sinx = sinz = 1/2.

Dérmed finns det tva kritiska punkter inom intervallet [0, 7], ndmligen z; =
/6 och z9 = 57/6. Vi jamfor vérdena i dessa punkter med vérdena i dnd-
punkterna xg = 0 och x3 = w. Vi har

filze) =2, Ale) =7/6+ V3, fi(zs) =51/6-V3, filzs)=m-2.

Det storsta (resp. minsta) av dessa ér 7/6 + /3 (resp. 5m/6 — V/3), som
dédrmed dr det storsta (resp. minsta) virdet som antas pa hela intervellet.

(b) Vi anvinder relationen

_
Pl

Hir ér f(z) = folr) = 22 + 2cosx och = 72 — 2 54 f/(z) = 22 — 2sinz
och f~1(7? —2) = det t s.a. f(t) = t? + 2cost = 7 — 2, alltsd t = =,
ty definitionsméngden har inskridnkts till de positiva talen {(annars skulle

t = —7 vara en annan l6sning). Insittning 1 (1) ger da att

(f7) () = (1)

) . 1
(f(r*-2) =



Q.4 Funktionen #r definierad da 2% —5 > 0. dvs da || > /5. Vi har lodrita

asymptoter da jx — 5 och

lim flr)= lim f(z)= —oc. (2)

q:mw/g? :1:~+-v'5
Polynomet dominerar logaritmen da |z| — oc, som innebir att

lim f(z) =, lim f(z)=-occ. (3)
Det finns dock ingen sned asymptot, ty differensen f(z) — z = In(z? — 5)
gar mot +oc da x| — oc. Men derivatan av In(z? — 5) gar mot noll. Det
betyder att grafen ligger asymptotiskt dver linjen ¥ = 2 och viixer ifran den,
men blir allt ndrmare parallellt med linjen.

De kritiska punkterna erhalls genom att derivera :

0= f(z) = (,215+1=>:132~5::~—2xz>x2+2x~—5:0:>a::—1:t\/5.

&

Men 2 = —1+v/6 r ogitlig, ty funktionen &r odefinierad dér. Sa vi har bara
en kritisk punkt i zgp = —1 — /6, och fran (2) och (3) ser vi att det maste
rora sig om ett lokalt maximum.

Slutligen, kan man kolla att f(xg) < 0, som innebér att grafen korsar
r-axeln exakt en géng, nagonstans mellan ++v/5 och +oc. Nu har vi gott om
information for att kunna skissera grafen, som finns pé sista sidan.

Q.5 Eftersom marginalen i z-led dr 1,5 ggr storre &n i y-led dr det en rimlig
gissning att den optimala rektangeln ska ocksa vara 1,5 ggr storre i z-led.
For att bekrifta denna intuition anvénder vi caleulus. Lat & och y beteckna
rektangelns dimensioner i respektive led. Det dr givet att

120
$y:120:>y:——£—. (4)

Vi vill maximera
fleoy) = (2= 3)(y - 2).

Fran (4) kan detta skrivas som en funktion av endast z, namligen

9 36
flz)=(x—3) (%{E - 2) =126 — 21 — Egp»



Den kritiska punkten uppfyller

o:f’(:c):_w%?g:;x:ﬁé“éxa\/a

Notera att jag har ignorerat den negativa l6sningen, som maste vara falsk.
Fran (4) hérleder vi att y = 4v/5 = 22/3, i enighet med intuitionen.

Q.6 (a) Detta #ir SANT. f” #r derivatan tillf’, s& om f” dr stringt ne-
gativ innebir det att f’ dr stringt avtagande. Begynelsevirdet f/(0) = —1
dr ocksa stringt negativ, sa f’ dr stringt negativ i hela intervallet. Detta
innebir i sin tur att f sjilv dr stringt avtagande och dédrmed injektiv.

(b) Detta iéir FALSKT. T.ex. tagz =y = 2. Da éir In(z +y) = In4 = [n(2%) =
2In2=Inx+Iny.

(c) Detta dr SANT dérfor att en deriverbar funktion dr kontinuerlig (Sats
2.3.1 1 boken) och om f” existerar betyder det att f’ #r deriverbar.

(d) Detta dr SANT. Kom ihag att ©u x v = —(v x u). Déarfor har vi att

(axb)xe=—[ex(axb)]=-lex[-(bxa)]]=+cx(bxa).

(e) Detta dr FALSKT. Algebrans fundamentalsats innebér att polynomet har
sina tre rétter (kanske med repititoner) i det komplexa talplanet. Kalla dem
for z1. z9 och z3. Da géller att

23 =322 422+ 8 = (2 —21)(z — 22)(2 — 23),

som medfor speciellt att zyz323 = —8. Tag absolutbeloppen sa ser vi att
8 = |z12023] = |21]]22]|23]. Dérfor maste minst ett av absolutbeloppen i HL
vara storre dn eller lika med 2.

(f) Detta dr SANT. Forsta villkoret tvingar z till att ligga i det &vre halv-
planet. Andra villkoret tvingar di in z i den forsta kvadranten och slut-
ligen det tredje villkoret medfér att 0 < arg(z) < «/4. Dérfor kommer
0 < arg(z®) < 3m/4 att gilla, s& 2% ligger ocksa i det 6vre halvplanet.

Q.7 (a) Sats 1.4.9 i boken.
(b) Sitt f(x) = 2?2 — i(l — ). Man kan kolla t.ex. att

FO)=—1/4<0, f(1/4)=—-11/256 <0, f(1/2)=7/32>0.

Eftersom f{z) #r uppenbarligen kontinuerlig medfér Sats 1.4.9 att det finns
ro € (1/4,1/2) sadan att f(rg) = 0. Med MATLAB kan man kolla att zg =~
0,295.
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(¢) Derivera. f'(z) = 22 + %(1 — )%, som uppenbarligen dr stringt positiv
for alla @ > 0.°Dérmed &r f(x) en stringt vixande funktion pa intervallet
[0, oc). Eftersomf dr kontinuerlig, f(0) = —1/4 ér negativ och f(z) — +oc
da r — +oc, foljetdet att grafen korsar z-axeln precis en gang.
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