Tentamen for TMV125 2008-10-24 - Loésningar

1. Till denna uppgift ska du endast limna in svar, alltsa utan motiveringar.

a) Los ekvationssystemet

2r + y + =z =3
r + 2y — z =
2 — by + Tz =1
b) Los ekvationen z* = —1 fullstindigt.

c) I vilket eller vilka intervall av z-virden #r funktionen f(z) = xe™*
konkav (=concave down)?

d) Berikna foljande griansvirden:

L lim ?Inr+22 4 him ;:osx iii. lim(1+5x)4/z
i e RS R o

e) Funktionen f(x) = z + log, = &r injektiv da x > 0. Lat g(z) vara dess
invers. Berékna ¢/(3). (Deriveringsregel: % logyz = —15).

f) I en ratvinklig triangel 6kar kateternas lingder med hastigheterna
3 m/s respektive 4 m/s. Hur snabbt véxer triangelns area i det 6gon-
blick da kateterna ar 3 m resp. 4 m langa?

Lésningar (i tentan skulle dock bara svaren ges!)
(a) Systemets totalmatris 6verfors genom radoperationer till trappstegsform:

2 3 21 1 | 3

1 2 -1 2 ~ 03 -3 |1
2 1 00 0 | O
Med z =t som fri variabel far vi genom bakatsubstitution:
Svar:mzé—t, y:%+t, z=t.

5 _ 0 S i 4 __ 4,40 = : 5 . __ am
— 3 — . P — .
(b) Satt 2 re', da ar z rve Hogerledet 1 polar form 1 e Detta
ger

r*=1, 40 = 7+ 27n, for varje n € Z.

Sa r = 1 och vi finner 4 olika 16sningar genom att vélja n = 0,1,2, 3.
Motsvarande virden pa 6 &r w/4, 37 /4, 57 /4 and 7w /4 respektive. For att
minska arbetet noterar vi att n = 0 ger z; = cos § +isin § = %(1—}—2‘) och
att losningarna bildar en kvadrat med centrum i 0 i komplexa talplanet.

(2p)



Darav ar 16sningarna relaterade enligt:
23 = —21, 24 = 21, %2 = —24 (= Z3).
Svar:

1 .
2173 = :|:—(1 + ’L),

V2
ps = (1= )
2.4 7 -

f dr konkav da f” < 0. Produktregeln ger

flla)=e"(1-2), f'z)=e"(z-2).

Thus f"(z) <0 e P (r—-2) <0 rx—-2<0& <2
Svar: (—o0,2).

i Eftersom lnTx — 0da r — oo, sa dr de dominerande termerna i téljaren

och nimnaren z3 and 222 respektive. Detta ger att griansvirdet &r %
ii Sétt y = § — 2. Eftersom x — § <y — 0 far vi
cos(% — sin
lim M = lim y_
y—0 Yy y—0 y

1.

iii Sétt y = 1/z. Eftersom © — 0 < y — oo far vi

I S 1
g(y)_f/( - 1

.%') 1+:pln2‘

Med y = x + logy x = 3 ser vi att y = 3 ger x = 2 (enda l6sning!), och

svaret

. 1 _ 2In2 _ In4
Svar: Tyl 2Wm241 ~ Wdtl




(f) Lat = och y beteckna lingderna av triangelns kateter. Da dr
1
A== 1
5y (1)
och den givna informationen &r att
dx dy

= = 4 = =
x 3’ y Y 37 dt

== 4. 2)

Derivera (1) med avseende pa t och sétt in informationen i (2). Vi far da
dA 1 /[ dy dx 1
dt 2<xdt+ydt> p(3-4+4-3)

Svar: Arean 6kar med 12m?/s i det givna 6gonblicket.

Till uppgifterna 2-5 ska du lamna in fullstéindiga l6sningar.

2 Givet dr de tre punkterna A = (1,1,1), B = (7,3, —-2) och C = (4,9, —4). (6p)
Lat L vara linjen genom A och B. Lat P vara planet som innehaller A, B
och C. Lat () vara planet z — y — 2z = —12.
a) Ange en ekvation for L.
b) Ange en ekvation for P.
c¢) Berdkna skirningspunkten mellan L och Q.
Losning:
a) Riktningen for L ges av v; = (7,3,—-2) — (1,1,1) = (6,2, —3). Linjen
ges ddrmed i parameterform av
L={((1+6t,1+2t,1-3t):tecR}.
(b) Vihar AB = (6,2, —3) och AC = (4,9, —4) — (1,1,1) = (3,8, —5).
En normal till planet ges av
i J k
ABx AC=|6 2 =3 |=(2(-5)—8(—3),3(—3) —6(—5),6(8) —3(2)) =
3 8 =5
(14,21, 42).

Viljer vi A som punkt i planet, sa kan ekvationen for planet skrivas

14(z — 1) +21(y — 1) + 42(z — 1) = 0,



vilket forenklas till 2z 4+ 3y + 6z = 11.

(c) Vi sétter in parameterekvationen for L i ekvationen foér planet @
och loser ut ¢:

(14 6t) — (1 +2t) — 2(1 — 3t) = —12,

Alltsa: t = —1. Skérningspunkten mellan L och @ &r (1 +6(—1),1 +

3 Ange det storsta och det minsta virdet som antas av funktionen

fz) = e’ (x + %) pa intervallet [0, 10].

Losning:
Vi behover kontrollera dndpunkterna och derivatans nollstéllen i det inre
av intervallet.

f(z) = e_xz(l —x— 2x2).

Alltsd ér f'(z) =0 & 1—2-222 =0 & 22°4+2-1=0 & (22—1)(z+1) =
0 < z =1/2 or z = —1. Den sistndmnda punkten &r utanfor intervallet
och ignoreras dirfor. Vi maste nu jaimféra x = 1/2 med #ndpunkterna
x =0 och x =10. Vi far

O =172 f02) =M f0) = e

Uppenbarligen dar det tredje virdet minst, och det andra #r storst (ef-
tersom el/4 < 2, eller, ekvivalent e < 16).

21

14 minsta virdet dr 50100 -

Storsta vardet ar e

T2+ 2
r—2
Ange eventuella lokala extrempunkter och asymptoter.
(Konvexitet /konkavitet behover inte utredas.)
Lo6sning:
Inga uppenbara symmetrier kan ansvéindas. Vi noterar att

Rita grafen till funktionen f(z) =

lim f(z)=+1, lim f(z)=-1.

T—-+00 T——00

(6p)

(6p)



Déarmed &r linjerna y = +1 horisontella asymptoter.
f ar definierad for alla reella x utom x = 2. Vi kollar vad som hénder
néira denna punkt:

lim f(z) =400, lim f(z)= —oc.

z—21 T—2~

Dérmed &r linjen = 2 en vertikal asymptot.
Bestédm nu derivatans nollstéllen:

(z—2) ==~ 2+ 2

f/<37) - (fl) _22)2

Nollstéllena ges da av ekvationen

($—2)L—\/:LT+2:0.

x2+2
Multiplicera med 22 + 2 och forenkla:
z(r—2)— (22 +2)=0= 22-2=0=2=—1.

Pga av upptridandet kring asymptoterna (eller genom teckenstudium av
derivatan) kan vi sluta oss till att funktionen har ett lokalt minimum i
r=—-1, f(-1)=-1/v3>—1.

(FIGUR HAR!)

En triangel har sina hérn i punkterna (0,0), (2,0) och (1,2). Lat A vara
punkten (1,0). Om en linje parallell med x-axeln dras nagonstans mellan
y = 0 och y = 2, s kommer den att skdra tva av triangelns sidor, ség
i punkterna B och C. Pa vilken hojd ska man dra denna linje for att
minimera omkretsen av triangeln ABC'?

Loésning:
Observera att |AB| = |AC/|. Antag att den horisontella linjen dras i y =
2t,sat € [0,1]. Da &r B = (t,2t) and C = (2—t, 2t) respektive. Triangelns
omkrets blir da

P(t) = |AB| + |AC| + |BC| = 2|AB| + |BC]|

=2/(t—1)2+ (2)2 4+ (2—2t) =2(\/5t2 =2t + 1+ 1 —1).

Det ar denna funktion vi ska minimera. Derivera:

—1
Plt)=2. <5t—_1).
Vot — 2t + 1



P'(t) = 0 ger ekvationen
5t—1
—  _ —1=0,
5t2 — 2t + 1
varav
(5t —1)2=5t> =2t +1=5t2 -2t =0=t(5t — 2) = 0,

sa t = 0 (falsk rot!) eller t = 2/5. Nu &r P(0) = 4 och P(2/5) = 16/5 (och
derivatans teckenvixling kring ¢ = 2/5 &r —0+), sa minsta omkretsen far
vida t =2/5, dvs da den horisontella linjen dras pa hojden y = 4/5.

Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Du
behover inte motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar
-1p. Dock ej mindre &n Op totalt.

a) For varje komplext tal z géller att |z| = |[Re(z)| + [Im(z)].

b) Om ett linjéart ekvationssystem har fler ekvationer &n obekanta sa kan
systemet inte ha entydig l6sning.

c) Olikheten e® > x + 1 &r sann for alla reella tal x.

d) Lat w vara en vektor i rummet. Om u - u = 0 sa maste u = 0.

e) Om f(x) &r definierad i hela R och deriverbar, och har totalt 2008
olika nollstéillen, sa har ekvationen f’(x) = 0 fler &n 1000 lésningar.

f) Om f o f &r en injektiv (one-to-one) funktion, sa maste f sjélv vara
injektiv.

Svar:

a) Falskt. (Ex: 2 =1+iger VL=+2, HL=2).

o

Falskt. (Ex: x +y =2, z—y =0, 2z+y = 3 har entydig l6sning).

Qo

)
)
) Sant. (y = x+1 &r tangent i z = 0 till den konvexa funktionen y = e”).
) Sant. (u-u = |u|?, endast nollvektorn har lingden noll).

)

Sant. (Anvénd medelvirdessatsen eller Rolles sats pa varje par av noll-
stallen, vi far da ett garanterat nollstélle for derivatan. Den maéaste ha
minst 2007 olika nollstéllen).

f) Sant. (Foljer av att f(z1) = f(x2) = (fo f)(x1) = (f o f)(x2)).

D

7 a) Definiera derivatan av en funktion f i en punkt z.

b) Bevisa att -L(sinz) = cosz. Du behover inte bevisa eventuella hjilp-
satser om trigonometri eller grinsvérden.

Losning: Se laroboken!

(6p)



