TMV125 Inledande matematik for V/AT 2009-01-17 - 18sningar.

1. Till denna uppgift ska du endast 1dmna in svar, alltsd utan motiveringar.

a) Los ekvationssystemet

z — y + 42 =0
z + 2y + 2z =3
z + y + 2z =2

b) Los olikheten (1 — x)(z? + z +4) < 0.
c¢) For vilka @ € [0,2) géller att sin20 = siné ?
d) En punkt rér sig lings kurvan y = 2% — 3z + 5 s att z = % +3,

dér ¢ &r tiden.
Berékna den momentana y-&ndringen per tidsenhet d& ¢ = 4.

¢) Berdkna foljande gransvirden:

. 1 z 30
(sinz)(lnw) i lime We? i Lm 2 T2

i. 1
m -5
z—1 z—00 3% + z2

lim
z—0+

f) Funktionen f(z) = z® + 4z &r injektiv (one-to-one).
Berdkna ¢/(0) och ¢'(—5) dér ¢ ar den inversa funktionen till f.

Till uppgifterna 2-5 ska du lamna in fullstéindiga 16sningar.

2. Lav' A = (1,2,3), B = (-2,-1,2), C = (1,0,1) och 14t P vara planet

2243y —2z=0.

a) Ange en ekvation for normalen till planet P genom punkten A.

b) Ange en ekvation fér planet @ som &r parallellt med P och innehiller

punkten A.

¢) Ange skirningspunkten mellan planet P och linjen genom B och C.

Var god vénd!

(6p)

(=21

- Rita grafen till funktionen f(z) =

. Ange virdeméngden till funktionen

flz)=In|z — 3] + arctanz
da deﬁnitionéméingden begransas till intervallet {—1, 3).

z(z —3)

z—4
Ange eventuella lokala extrempunkter och asymptoter.
-(Konvexitet/konkavitet behdver inte utredas.)

. L&t M beteckna mingden av komplexa tal z som uppfyller ekvationen

lz— (2+14)] =3.

Vilket tal z i méngden M ligger niirmast origo i det komplexa
talplanet? )

- Avgor vilka av foljande pastienden som #r sanna respektive falska. Du

behéver inte motivera dig. Ritt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar
-1p. Dock ej mindre &n Op totalt.

a) Om funktionen f &r tv4 glnger deriverbar s &r f/ konﬁnuerlig

b) Om 2 &r ett komplext tal sidan att Arg(z) = 15°, s3 ir Re(20) < 0.
¢) Derivatan av 10% &r lika med z - 102,

d) Om lim f(z) = Jim g(z) =0 s &r lim flapE =1

e) Om [ #r en injektiv och véxande funktion si ar f~1 avtagande.

f) For alla reella tal z och y galler att |sin(z + y)| < |sinz| + |siny].

. a) Formulera bide satsen om mellanliggande virde och Maz-Min-satsen

for kontinuerliga funktioner.

b) En Formel 1-bil kdr ett varv p& en 6km lang bana p4 exakt 2 minuter.
Férklara med hjélp av satserna ovan varfor bilens hastighet dr exakt
50m/s ndgonstans pd varvet.

(6p)

(6p)

(3p)

(3p)



LO 1
OSNINGAR f) Om qS flochy = f(z), s8 giller ¢'(y) = f’(:z:) —3z2 e

y =0 och y = —5 motsvarar z = 0 respektive z = —1, s§

#(0) = 5 och ¢/(~5) =

1. P4 tentan skulle bara svar ges, men hir kommer korta lésningar.

a) Systemets totalmatris dverfors via elementira radoperatxoner till re-

ducerad trappstegsform: 2: a) En normalvektor till planet erhélls ur koefficienterna till det parallella

: planet P:s ekvation 2z+3y—z = 0. Ta alltsd vektorn (2,3, ~1) som rikt-
1 -1 4o 10 311 ningsvektor till normalen genom (1,2,3). Dess ekvation i vektorform

I: 1 2 113 } [ 01 -111 } g blird& (z,y, 2) = (1,2, 3)+¢(2, 3, -1) eller (x,y,2) = (1 + 2t,2 + 3t,3 — t).
11 2)2 00 0j0 b) Varje plan parallellt med 2z -+ 3y — 2z = 0 maste ha en ekvation pd

formen 2z + 3y — z = D. Sitt in punkten A = (1,2, 3) (som ska ligga i

planet) och 8 D = 5. Planet @ har alltsd ekvationen 2x + 3y — z = 5.

Vi ser d& att z 4r en fri variabel, och vi kan skriva de odndligt ménga
l6snoingarna i parameterform:
c) Vi behover en ekvation for linjen genom B och C att kombinera med

z =1 ~- 3 ekvationen for planet P. Riktningsvektor: Eé (1,0,1)—(-2,-1,2) =
y = 1 4+ ¢ (3,1, —1), som punkt p4 linjen tar vi B = (1,0,1). Linjen har da vek-
z = t torekvationen (z,y,2) = (1,0,1) +£(3,1,-1) = (1 + 3¢,¢,1 — ¢). Om
vi siitter in detta i ekvationen fér planet P, 2z + 3y — z = 0, s3, f8r vi
b) Eftersom faktorn z° -+ z + 4 alltid &r positiv (kvadratkompletteral), s& det parametervérde som svarar mot Skfirllnngspunkten'
ér olikheten (1 —z){z®+xz-+4) < 0 ekvivalent med 1 —z < 0. Olikheten 204+3)+3t—-(1-#t) =0 & t= 0 Detta ger insatt i linjens
dr ddrmed sann exakt dd x > 1. lvati Kirni Kten ( 111 '
‘ ekvation skirningspunkten (75, — 75 —ib—).
¢) sin20 =sinf <« 2sinfcosf =sinf < sinh(2cosd—1)=0
< sind = 0 eller cosf = l 3. Funktionen f(z) = Injz — 3| + arctanz med definitionsméngden [—1,3)
2 7 i deriverb 4 #(z) = 1 (z+2{(z+1) Vi "
Lésningarna till dessa ekvationer r § = n-7 respektive § = :I:g +n-27, dr deriverbar med f'(z) = z~3 T +17 (z-3)(z2+1) reer
. 5 flz) > 01 [-11), fi(1) = 0.och fi(z) < 01i (L,3). Av detta foljer
n & Z. L intervallet [0, 2n) finner vi d4 v1nk1arna 0, 3,7r, 3 att f har ett lokalt och absolut maximum i z = 1, stérsta virdet &r
T
4 7 f(1) =In2+ I Eftersom f #r kontinuerlig och f(z) - —oc0 dd z — 37,
d) Vi séker derivatan —&% dit=4 Medy=2%~3z+50chz= - far s3 foljer av satsen om mellanliggande virde att virdemingden 8r hela
T
d i (- 2
vi med kedjeregeln —= B _ % dz = (32% - )(L) t=4gerz=4och intervallet { —0o,In2 + 4
dt — dz 4/t
dy 45
dt 8~ 4. Funktionen f(z) = :_c_(:v___—:3_) #r definierad for alla reella tal utom z = 4,
¢) (i) lim (sinz)(Inz)= lim sinz (zlnz) =1-0=0 den har nollstillena z =0, =z = 3.
o0+ =0+ z w Vi soker nu asymptoter. Eftersom f(z) — —oo d& £ — 4™ och
1 . : :
() z—=1 = (nz)>—-0= ~tnaP o —00 = e M 4 f(z) = +o0 d8 & — 47T, sd &r linjen = = 4 en vertikal asymptot.
nz
oz | 430 (2)’”4_@ 0+0 ) Eftersomf(z)=£—————:—)’-—>1ochf(:z:)*—1-:1:=—x———>1dé$-—>:l:oo,
(iii) lim = = lim ~— = —— =0 z—4 z—4
3%+ 22 aoe |+ 2 1+0 ) s Ar then y =& -+ 1 en sned asymptot.
3 4




Vi underséker nu funktionens véxande och avtagande i olika intervall
samt eventuella lokala extrempunkter. Dirfor berdknar vi derivatan:
(2) = (22— 3)(z —4) - (2® ~ 3z) - 1 _ z? ~ 8z + 12 _ (z.~2)(z — 6)
(z-4)? (z —4)? (z-4)
Derivatans teckenvariation och slutsatser betriffande fis vdxande och
avtagande sammanfattas i foljande tabell:
x (<2< 4 < | 6]<
f(x) | + - o+
)10 1| \|ejdef|[\y] 9| A

Vi ser nu att f har ett lokalt maximum i z = 2 och ett lokalt minimum i
z = 6. Vi ritar grafen med stéd av tabellen:

{o 4
g.
./
| =
i - g

Svar pé fragorna:
Asymptoter: z = 4, y = z + 1, lokala extrempunkter:
z = 2 lokalt maximum, z = 6 lokalt minimum.

5.

=

Ekvationen |z — (2 + )| = 3 motsvarar geometriskt

en cirkel med centrum i punkten 2 + ¢ och radien 3.
Den punkt pa cirkeln som &r nérmast z = § maste vara
#ndpunkt p4 radien genom z = 0 (se figur!). Avstandet
mellan denna punkt och punkten 2 + ¢ &r alltsd 3,

avstindet mellan z = 0 och 2+ &r |2 + 1| = /5. Var
nirmaste punkt befinner sig dirmed pa avstindet
3 —+/5 fran z = 0. Det tal som svarar mot denna punkt

2 6 . 3
méaste vara —(3 — \/g)ﬁ = 7 +24 1(—% +1).

(é _-II: ZI ir en komplex enhetsvektor i riktning frin z = 0 mot 2 + 4).
i
.a) f 2 ger deriverbar = f' deriverbar = f kontinuerlig. . Sant.
b) arg 2 = 60arg z = 900° = 2 - 360° + 180°, Argz*® = 180° Sant.
c) Eld;m’ =10%1n10 (och inte det som pastods!) ) Falskt.
- _ 1
d) Véljtex f(z)=e = g(x) = =
Bada gar mot noll d& z — oo, men f(z)9®) — ¢! Falskt.
e) Exemplet f(z) =« med f = f~* vederldgger pstiendet. Falskt.
f) |sin{z + y)| = |sinz cosy + cos wsiny]
< |sing|| cos y| + | cos z||siny| < |sinz| 1+ 1 |siny] Sant.
a) Se Adams 1.4, sats 8 och 9.

b) Ett varv tillryggaliggs pa ett slutet och begrénsat tidsintervall. Bilens
hastighet utgdr under detta tidsintervall en kontinuerlig funktion. Frin
Max-Min-satsen vet vi d& att hastigheten har ett storsta virde vmqz
och ett minsta virde vmin 1 detta intervall. Antingen &r vmin < U
och Vpmge > T, eller sd 8r hastigheten konstant = . I det forsta fallet
garanterar satsen om mellanliggande viirde att det finns en tidpunkt
d3. hastigheten &r exakt ¥ = 50m/s, 1 det andra fallet giller ju detta
hela tiden.




