MATEMATIK

Chalmers
Tentamen i Inledande matematik fér E1, TMV156, 2007-01-19
Losningar
1.(a) |3 —4i| = /32 + (—4)2> = 5. arg(3 — 4i) = arctan(—3) = — arctan(3), en

vinkel i den 4:e kvadranten.
pss, | —7+3i| = \/(=7)% + 32 = V58 och arg(—7+3i) = arctan(—2)+m =
7 — arctan(2), en vinkel i andra kvadranten.
Svar: [3 — 4i| = 5, arg(3 — 4i) = —arctan(3), | — 7+ 3i| = V/58 och
arg(—7 + 3i) = 7 — arctan(2).
(b) (x+2)(2a?>+2—-6)>0& (+3)(z+2)(z—-2)>0. &
—3<zx< 2eller2<z
Svar: [—3,—2] U [2, 00[

(¢) Man anvénder fsljande fakta :

T 1 1 V3
sin— =cos— =——, sin— ==, cos— = —
1Py Me T T 2
sin(A — B) = sin A cos B — cos A sin B,
T T
4 6 12
Déarmed har vi att
,7r_,<7r 7T)_,7T T T .7
s1n12—sm 176 —sm4cos6 cos4sm6
1 X\/ﬁ 1 ><1_\/§—1
V22 22 2v2
cain Eo— V3-1
Svar: sin 75 = VR
1 1 2| 3 1 1 2 3 1 0 5 |1
(d) Elimineringger | 1 -1 8| -1 &< [0 -2 6 |-4 | |0 1 -3]|2
2 3 1| 8 0 1 -3]| 2 00 010
Svar:
r = 1-05t
y = 2+3t
z = t
(e) (i)
sin 422 _ sin 422 42 _ sin 422 1
x2 4+t 4a? 22(1 +a2) N

Da x — 0 sa gar bada kvoten mot 1, sa svaret blir 4.
. sin4z?
Svar: lim — =
z—0 22 + x4
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(i) x2+1  |z]/1+1/a?
ii =

— di 2 & tivt = — _
pora pora a x dr negativ 71+1/x —
241
Svar: lim L:—l
z——oc0 I+ 1
(iii)
23:+31nx_2x(1+31%)_ 14 3o
Prle  o(lBe) 0 Time
Eftersom B2 — 0 da & — oo sa #r grinsvirdet lika med 2.
. 2x+3lnz
Svar: lim —— =

z—oo T +Inx

(f) Vi anviinder formeln

dir y = f(x). Hir &r y = 3 sd vi soker x sadan att 3 = 23 + 22. Man ser
direkt att = 1 (enda 18sning, eftersom derivatan visar att f &r vixande).
Eftersom f'(x) = 322 + 2 for godtyckligt x s& har vi att

1 1 1

e = F(1) 31242 5

2. En normalvektor till planet dr (—1,—1,—1) x (2,1,1) = (0,—-1,1). En ekva-
tion for planet genom (2, —1,0) med denna normalriktning ges da av
0,-1,1)-(z—2,y—(-1),2—0)=0,dvs 0(z —2) — 1(y + 1)+ 1(2 — 0) = 0.
Forenklas till: Svar: -y+z=1.

Linjen genom (—2,2,3) vinkelrdt mot planet har riktningsvektorn (0, —1,1)
(planets normalvektor), och kan da i parameterform skrivas:
Svar: (z,y,2) = (—2,2,3) + t(0,—1,1) eller (x,y,2z) = (—2,2 —t,3 + t).

3. 22 +4x +4 > 0 for alla z, alltsé dr Dy = [0, co].

Vi har att f(0) = —% och lim, o f(z) = limy—oo m =0.
2 2
) o _ ot 42r+8 . 2t -22-8  (@—4)(z+2) _
Vidwre &r fio) = =0 = T arat T ot
_ = vilket ger oss nedanstaende teckentabell for derivatan.
(x +2)3
T 0 |[O0<z<4| 4 |4<z |
f'(x) + 0] -
flz) | —3 / T N Jo
Svar: Stérsta virdet &r f(4) = &, minsta dr f(0) = —1.
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4. Notera att x2 4+ 3z + 3 > 0 for alla reella x ty den kvadratiska ekvationen
22+ 32+ 3 = 0 har tva komplexa rétter. Sa definitionsméngden till f #r hela
R. Det finns ingen vertikal asymptot.

lim,_, o f(z) = cc.

llmr_,oo f(fE) _ hmr—>oo x(<2ln(x) ln(lIS/IJrS/z?) _ 1) — oo

Det finns saledes ingen horisontell asymptot.

For att bestdimma ev. sned asymptot berdknasr vi grinsvérdena:

M = llmz :too(<2ln(|$|)1n(1+3/$+3/w2) — ].) =—-1=k
T - :

T

lirnz~>:|:oo
och

lim, 4o f(2) — kz = limy 400 f(7) + 2 = limy 4o In(2% + 32 + 3) =
Finns alltsa ingen sned asymptot

Vidare &r f'(z) = % —-1= —% vilket ger oss nedansta-
ende teckentabell for derivatan.
x —00 | —oo<zr<—-1]-1|-1<z<0 0 0<xr<oo| o0
f(x) — 0 + 0 -
flx) | oo N\ 1 /! In(3) N —00

Med stod av tabellen ovan kan vi rita grafen till funktionen.

Svar: Lokalt maximum i punkten (0, In(3)), lokalt minimum i punkten (-1, 1).
Inga asymptoter.

5. Lat rektangelns bas vara 2r och dess héjd h. Vi soker forhallandet mellan h
och 2r.

Fonstrets omkrets dr given, kalla den K. Vi har alltsa K = 2h+2r+7r, vilket
ger h = (K —r(2+m))/2. Arean av halvcirkeln &r 3772, arean av rektanglen
ar 2rh = r(K —r(2+7)).

Ljusinsldppet &r da, bortsett fran nagon konstant faktor beroende av glas-
kvalitet mm, f(r) = imr? +r(K —r(2+m)) = Kr — (2+ 2m)r?,

f'(r) = K —2(2+ 37)r. Man ser direkt att f/(r) > 0 for r < 5=25— och att

2(2+ )
f( )<Of0rr>m
2K

f antar saledes sitt storsta virde for r = ﬁ = g73--

Dadir h = (K —r(2+7))/r = (K — 2K@tm)y o — Kiim),

8437 2(8+43m)
Forhallandet h : 27 = ;iéfgg A = 4

Svar'£—4+7r
Tor 8
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6. a) Svar: Falskt. (Motexempel: z =1, w = ).
b) Svar: Sant. (Féljer av Adams: sats 3.4 eller genom undersékning med
derivata).
¢) Svar: Falskt. (Motexempel: f(z) = 2, g(x) = sinz).
d) Svar: Sant. (Polynomet har udda gradtal!)
e) Svar: Sant. (Se Adams: kap. 10.3 sid 558).
f) Svar: Falskt. (Motexempel: f(z) = z).
7.(a) Se Adams kap. 1.4, definition 4.

Se Adams kap. 1.4, sats 9 sid. 82.

) Sétt g(x) = f(x) —x. Da dr g ocksa definierad i hela intervallet [0, 1] och

kontinuerlig dir. Vidare &ar

och

g() =f1)-1<0.

Eftersom ¢(0) > 0 och ¢g(1) < 0 och g &r kontinuerlig, s medfor satsen
om mellanliggande virden att det finns minst ett « € [0, 1] sadan att
g(xz) =0 < f(x) = =, vilket vi skulle visa.



