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Valkommen till Sommarmatte!

Detta material ska Bjpa dig brstarka dina matematikkunskape@afr gymnasiet &
du kan &kna obehindrat och koncentrera dig get somar nytt rar du kommer till
hogskolekurser.

Texten finns Ade i tryckt form och f kursens webplats
www.matematiskavetenskaper.se

Innerallet ar likadant, & du kan ta med dig kompendiet i ryggken eller dsa @
skarmen. Vi har drsokt ge en repetition av de viktigaste momenten i gymnasiets mate-
matik, med nya infallsvinklar somdy dig battre rberedd dr hogskolans matematik.

Hur anvdnder du materialet?

Borja med inneéllsforteckningen. Knner du igen det mesta? Vet du vad du har ganska
bra koll pa och vad som kommer att&a mer repetitiondr dig? Gr en realistisk
tidsplan BHr hur du lirjar, och &tt igang, med pennan i handen och papper breddid s
du kan inka med hde huvudet och handen. Text@ntatare skriveran vad de flesta
gymnasiebckernaar. Lar du dig attasa den,&har du kommit en bra bit mot att kunna
studera i kigskolelicker.

Om du Kanner att du redan kan materialet i ett avsnitt kan &tilyyovningarna drst
och testa dig. Du hittar facit efter kurstextenarGlet bra, & kan du fortatta med
motsvarande prov@pwebben. B manga sillen, friAn negativa tal till Pythagoras sats
och exponentialfunktioner, har vofskt presentera nya sidor hos kunskap som du
redan besitter,2slas texten nogaven om du klarar uppgifterna och provet bar du
chansen att komma ett stengre ochd nya insikter.

Kanner du att du béiver grundligare repetitiongpett avsnitt, eller att textefutsatter
saker som du inte kanasr det dags attanda dig till en &robok Hr gymnasiesko-
lan, en repetitionsbok, elle@gon Internetreferens (se referdénsfag @ kursens web-
plats).

Fastnar du med ett begrepp eller en uppgitill &n fraga @ kursens “chat” eller kon-
takta \Ara mentorer som &jper dig att komma vidare!

Lycka till med Sommarmatten!
Goteborg, 2 juni 2008
Stefan Lemurell, Carl-Henrik Fant, Laura Fainsilber



1 Aritmetik och Algebra

| detta kapitel skall vi brst arbeta med grunaljgande aritmetik, alldsde fyra akne-
satten, br olika typer av tal. Dettadlgger en stabil grundf algebra, somadr innelér
grundhggandeakning med symboler vilket vi behandlar i slutet av kapitlet.

Alla rakneregler som ai@nds i algebraiskaakningar, har sin bakgrund i hur man
raknar med tal. Alla reglerna karador forklaras genom att man wgfran aritmetiken.
Oftast &cker det att utg fran ett exempel, om man samtidigtertygar sig om att
exemple@r allmangiltigt. Aven om du kan vissa regler utantill, sommihus minusir
plus’, sa vinner du i ingden A att kunnadrklara varbr regeln gller.

Vi rekommenderar att dimte anvander aknare eller formelsamlinggcdu bser uppgif-
terna. De kunskaper dafgenom att delsakna silv och tinka (& vilka rakneregler du
anvander och delsira dig en del fakta i atlet for att forlita dig pa formelsamlingerar
oertort vardefulla Hr dina fortsatta studier. | &nga matematikutbildningadfvantas
du klara dig utan tglpmedel.

1.1 RA&kning med naturliga tal och helta

Denaturliga talenar taleno, 1, 2, 3, 4---. (De tre avslutande punkternai listan indi-
kerar att nbnstret fort@tter utan slut.) Deegativa heltalenar —1, —2, —3, —4---.
Ibland skriver man negativa tal med en parentest), (—2), (—3), (—4)---.

| detta kapitel skriver vi minustecknet lite upfyhfor att det inte skall se ut likadant
som subtraktionstecknetl, —2, =3, ~4,---. Vivill poangtera att det handlar om ett
speciellt tal, eller en operatioragtt tal, och inte subtraktion. Men derider, speciellt
langre fram i kapitlet, att minustecknet skriva yanligt stt. Fan och med kapitel 2
forekommer inte det upg@ijda minustecknet. Naturligtvis kan duasj skriva som du
ar van. | proven a webben skall du skriva t.ex.3.

De naturliga talen och de negativa talen bildar tillsamnieitalen
cee74,73,72,71,0, 1, 2,3, 4---.

Ofta talar man ormangdenav alla naturliga tal. Ordet éamgd, an@nds lar pa ett ma-
tematiskt &tt. | normalsvenska betyder ordst stort antalelleren matbar ansamling
En matematisk @ngdar en samling objekt, element.avgden av de naturliga talen
har allt&x som element naturliga tal. Talet &B ett element i rangden, liksom varje
annat naturligt tal. Mngden av alla naturliga tal betecknas oftavill vi po angtera att
13 ar ett naturligt tal kan vi skriva3 € N (lases: 13 tillbr de naturliga talen).

Pa sammaatt talar man om r@angden av alla heltél, mangden av alla negativa heltal
Z_ och mangden av alla positiva helt#l, . (Notera at0 varkenar ett positivt eller ett
negativt tal.)



1.1.1 Naturliga tal

Naturliga tal kan adderas och multipliceras. Vid addition och multiplikatiéireg det
man kallartkommutativiteta + b = b+ a ocha - b = b - a for alla naturliga tak ochb.

Om fler an tva tal skall adderas vet vi att additionen kan ske i vilken ordning som

helst med samma resultat. \drtker ofta inte ensgatt man utbr flera operationer och
valjer ordningen. Summan av talen 3, 6 ochat22 hur vian raknar. Vill man skrift-
ligt redovisa ordningen & additionerna arands parenteser tillsammans nfédsta
prioritetsregeln: operationen inom parentesard forst 3 + (6 + 13) = 3 + 19,
(34 6) + 13 = 9 + 13. Om inga parenteser skrivits utilder lasriktningsprioritet
den \anstra additionen ufs forst.3 + 6 + 19 ar samma son(B + 6) + 13

Vid addition och multiplikation @ller associativiteta + (b + ¢) = (a + b) + ¢ och
(a-b)-c=a-(b-c)forallanaturliga tak, b ochc.

Da bade addition och multiplikatioir inblandade, som i bakningen av3 + 4 - 7,
kommer prioritetsregelmultiplikation ©re additionin: 3 + 4 - 7 = 3 + 28. Har caller
alltsainte lasriktningsprioritet.

Vill vi att additionen skall utbras rst kiavs parentese(3 + 4) - 7 = 7 - 7. Denna
utrakning kan ocka goras medlistribution (3 +4)-7=3-7+4-7 =21+ 28

Vid addition fljt av multiplikation @aller distributivitet (a +b)-c=a-c+ b - cfor
alla naturliga tak, b oche.

Vill man forst rakneregler sona, — (b — ¢) = (a — b) + c ar det ock& enkelt att
utga fran ett exempel: Vi skall béaknal4 — (6 — 2). Om vi da forst beéknar14 — 6
sa har vi subtraherat 2f mycket. Allt@a ar 14 — (6 — 2) = (14 — 6) + 2. Addition
och subtraktion har samma prioritet. Médtiktningsprioritet kan vi @rfor skriva det
senare utan parentesét: — (6 —2) = 14 — 6 + 2. Generella — (b —¢) =a— b+,
somar forsta exemplet@dminus minusr plus

Pa sammaatt kan man inse att— b — ¢ = a — (b + ¢) for alla naturliga tak, b ochc.

Nu nagra ord om division av naturliga taloFatt undefétta polynomdivisiondngre
fram, ar det \ardefullt att kunna utira lang division av naturliga talof hand, t.ex.
med halp av uppsilining i "liggande stolen” eller "trappan”. Vilkken maraljer ar helt
oviktigt, algoritmenar samma. Er nedan arénds “liggande stolen”.

Kvot
Téaljare | Namnare

Exempel. Vi dnskar beakna8476 + 23. (Har amands-- som divisionstecken.)
Losning.

For att det skall vara enklare atilfa kalkylerna redovisas varje steg i en ny "stol”. En
forklaring ges efter exemplet.



Kvot 3 36 368
8476 23 8476 23 8476 23 8476 23

—69 —69 —69
15 157 157
—138 —138
19 196
—184
12 Rest
Vi ser har att8476 +~ 23 = 368 rest12. O

Om du tycker att algoritmear s\arbegriplig eller kanglig kan du kanske hadlp av
foljande brklaring:

Multiplikation och division av naturliga taéhr motsatta operationer. Alés eftersom
6-7 =42 saar42 = 7 = 6. Men multiplikationar samma som upprepad addition:
6-7 = 42 efterson¥’ +7+ 747+ 7+ 7 = 42. Division ar darfor samma som upprepad
subtraktion42 +~7 = 6 eftersomi2 —7—7—-7—-7—7—7 = 0. (De gamla mekaniska
raknemaskinerna byggde hef genna princip.) Om divisionen intéugjamnt ut fr
manenest 45 -7 —-7—-7—-7—7—7=3alltsa42 + 7 = 6 med resB.

Det ar valdigt opraktiskt att subtrahera tal2$ fran talet8476 mer an 300 ganger.
Darfor effektiviserar man genom atbrfst iakna ut hur ranga hundra@nger23 gar i
8476.

Eftersom84 + 23 = 3 rest15 gar 23 minst300 ganger i8476, men inte400 ganger. Vi
kan darmed skriva hundratalssiffrani kvoten och subtraher@)0 - 23 fran8476.

Vi har att84 — 3 - 23 = 15 och 8476 — 300 - 23 = 1500 + 76 = 1576. | den andra
"stolen” ar inte nollorna utskrivna, dar underbrstadda. | den tredje stolen tas inte
siffran 6 med i resteri576. Det betyder inget, men man brukairg € eftersom den
inte kommer in i kalkylerna i detta steg.

157 = 23 = 6 rest19. Alltsa gar 23 minst 60 ganger 11576, men inte70 ganger.
157 —6-23 =19 0ch1576 — 60 - 23 = 190 4+ 6 = 196. Vi kan nu skriva tiotalssiffran
6 i kvoten.

Slutligen196 =+ 23 = 8 rest12. Alltsaar 196 = 8 - 23 + 12 och kvotens entalssiffrar
8.

Kalkylerna ovan kan sammairas:8476 = 30023+ 1576 = 300-23+60-23+196 =
36023+ 196 = 360-23+8-23+ 12 = 36823 + 12. Alltsa8476 + 23 = 368 rest12.



Testvning

1. Beidkna937 = 31 2. Beidknad27 = 23
Svar:
1. 30 rest7 2. 18 rest13

1.1.2 Negativa tal

Addition av naturliga tahr ju direkt sammankopplad med antalsning och érmed
(nastan) en medfdd mansklig Hrmaga. Eftersom dévriga raknestten br naturliga
tal bygger @ addition, kan de ocksanses medfida.

Da det gller negativa tahr situationen annorlunda: @& objekt mardefinierarmed
hjalp av de naturliga talen. Till varje naturligt t@alinfors ett negativt (motsatt) tala.
Man maste sedadefinierahur man skall akna med dessa nya objekt. Atirg det i
detalj Har skulle ta mycket utrymme, men vi skalhdca forsoka ge en lagom repetition
och kanskedrdjupning.

Man maste brst definiera additiongpett fdant &tt att det leder till

T+ 3=7T-3=4, 44 7= "(7T—-4) =73, BHb+7=7-5=2,
5+3="(5—3)="2 och “5+73="(5+3)="8.

Det ar ganskadtt att argumenteraf att ovansiendear enda rimliga additionen. Men
detar endefinition nagot man har besmt.

Detar inte sglvklart, men antagligen intéverraskande, att additionesiyen med ne-
gativa tal,ar associativa+ (b+c) = a+b+c. Denar ocks kommutative+b = b+a.
Bada dessa egenskaper kan rbawisa

Av 7+ —3 = 7 — 3 foljer att subtraktiondr naturliga tal kan eégtas av en addition:
Oma ochb ar naturliga tal &dana att > bsa qallera — b = a + ~b.

Om vi later—b beteckna det motsatta talet tilaven b ar negativt,” (~3) = 3 (minus
minusar plus), skall vi se att all subtraktion kan eiltas genom addition av motsatt
tal.

Sats: For alla heltala ochb galler det atta — b = a + ~b.

Bevis:Subtraktion kan ses som uppdelning av tal elisning till en ekvation:
a — b ar det (unika) tak: som uppfyllerr + b = a.

Vi ser attx = a+ ~b ar 1osning till ekvationen eftersoffx + ~b) +b = a+ (Tb+b) =
a + 0 = a. Att det inte finns Agon annandsning ser vi genom att adderatill bada
sidor av likheten(z 4+ b) + "b = a + ~b.

Eftersom additione@r associativ och+ ~b = 0 sa foljer att vansterledear (z + b) +
“b=x+40=xochdrmedr =a+ ~0. O



Ocksa multiplikation ©r heltal nastedefinieras Precis som vid addition &ste man
tanka & alla kombinationer av naturligt och negativt.

4.7 7="4-7) =728, 5-7=7(5-7)=735 och ~5.-73=5-3=15,
(minus minugr plus).

Aterigen ar det ganskalt att argumenteradf att ovansiendear enda rimliga multi-
plikationen. Men deér endefinition nagot man har beamt.

Det ar inte heller sjlvklart, men bevisbart, att samméakneregler gller for heltalen
som ©r de naturliga talen. Arolbcker ané@nder man ofta vissa aaknereglernadr
att forklara hur multiplikation raste @ till. Det finns ramligen inget annatast att
rakna om man vill attaknereglerna skall forédta galla.

Testovning

1. Beidkna5 — ("4 —7) 2. Befakna 5-("4—3) 3. Bedkna 5-"4—3

Svar:

1. 16 2. 35 3. 17

1.1.3 Rakneregler

Har sammanfattas de prioritetsregler oakneregler som behandlats i kapitlet.

Prioriteringsordning
1. Operation mellan parenteser.
2. Multiplikation och division
3. Addition och subtraktion

4. Vid lika prioritet caller lasriktningsprioritet

10



Rakneregler

For alla heltala, b ochc galler det att
e a+b=0b+a kommutativitet
e a+ (b+c¢) = (a+b)+ c associativitet
e o — (b—c¢) =a—b+c minus minusr plus
ea—(b+c)=a—-b—c
e a+ a=0
e ~(~a) = a minus minusr plus
e a-b=">b-a kommutativitet
e (a-b)-c=a-(b-c) associativitet
e (a+b)-c=a-c+b-c distributivitet
ea-"b="(a-b)
e l-a="a

e ~a-~b=a-b minus minugr plus

1.1.4 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 1a

1.1.1 Bestam kvot och rest till
a) 7956 + 21 b) 7497 + 21
c) Arnagot av talerv956 eller 7497 delbart med1?

1.1.2 Berakna

a) 7T—2-(3-9)-((2+ 5—8)-("3—"5)—4)
b) ((4—-2)-((6—"9) —-((6—"T7+3)-("2=3)+"1-(7—"4)))

11




1.1.3 Skriv foljande utan parenteser och utan negativa (motsatta) tal.
a a—"b-(a+1)—b-(Ta+1)
b) (Ta-"b4+a-(b—2-"a))-(T1+0)
1.2 Brakrakning
1.2.1 De rationella talen
Rationella taleller braktal skrivs 2, darp ochg ar heltal ochy # 0. Nagra exempel®
q
rationella talar 3 5 5 11
77347 -127 17 7T
Om s ar ett heltal & ar de t& biaktalen” och 22 lika. Man sager att baktalet”

q $-q q
forlangtsmed (faktorn)s = 0 till ﬂ, eller att” L forkortatsmeds till .
S-q $-q q
2.7 14

14 )
Talenl och— ar lika eftersoml = = —,
11 22 11 2-11 22

Man kan Brlanga/érkorta med negativ faktor ocls
7 1.1 7 7 1.7 71
-1 -1-11 11" -1 111 11
| allmanhet brsdker man ange biktal g enklaste formergsatt filjarenp och ramnaren
q inte har ragon gemensam faktor (utotreller —1).

Man kan \alja att ge talet @ blandad form istllet for ren bakform. | sa fall skriver
1. .. . 13 ; . .
man3- istallet for —. Detar emellertid &tt att missuppfatta den blandade formen och

1 3
lasa3 - — somar —.
4 4

Mangden av alla rationella tal brukar beteckfias

Talet ¥ identifieras med heltalgt. Pa det visetar alla heltal ock& rationella tal.

Mangden av alla helta?,, ar endelmangdav mangden av alla rationella tal). Detta
skrivsZ C Q.

1.2.2 Rakning med rationella tal

Addition och subtraktion av Biktal utbrs genom att de &/termerna skrivs med ge-
mensam amnare:
7 039 5.7 4-39 35 156  35+156 191

2 1 512 415 606 6 60"

12



Generelltar
a+ c d-a+ b-c d-at+b-c
b d d-b b-d d-b
Det ar en god vana att intedflanga med mean rodvandigt. Ch man arbetar med
rationella funktioner, se avsnitt 4.3, blir det extra viktigt.

. . . . 7 39
Om man bljer den alln@nna principen vid addition aﬁ och1—5 far man

7+39_15-7+12-39_105+468_105+468_573
12 15 15-12 12-15 180 180 180  180°

Har kan och Br man Brkorta med somar den gemensamma faktorn i dd tamnarna
12 och15.

Eftersom% + —ba = az ¢ - % = 0 ar det logiskt att kaIIa—ba det motsatta talet till
a a a
; och skriva 5 7

Subtraktion av kaktal girs gd motsvarandeast som addition:

a c_d-a—b-c

b d  d-b

men man kan, somaman subtraherar heltal, addera det motsatta taidieist
a C . a i _ <C>
b d b d/’

7 39 5.7 4-39 35 156 35-156 _121

12 15 5-12 4-15 60 60 60 60

Multiplikation av rationella tal definieras av:

a-cC

b-d

SalBS
ST

Att denna definitioréir den enda rimliga kan man motivera foljande $tt:

e Multiplikation med heltal skall motsvara upprepad addition.
o . c ¢ ¢ ¢ 3-c
AIItsaar?>-E_a+a+El_7

e . .. c 17 c 1 ¢
¢ Vidare skall multiplikation vara associativ. Alﬁarg == 7- (? . E)'

. 1
Men dettaar nojligt endast om? . g = 7—Cd

13



. a c 1 .
e Tillsammantaget ger dettba- - =a- (— . —) =a-—=—.
d .
Division av rationella tal ges av

a
b

Detta motiveras av att divisioar den till multiplikation motsatta operationen:
Eftersom3 - 4 = 12sadar12 + 4 = 3.

Sa kan vi resonera ocksh det @ller rationella tal:

Eftersom(g . ﬂ) R Y e
b ¢

C 13 4 13-1 13
Specielltar13 - 4 = TS 11" 1

| kapitel 1.1.1 skulle vi sagt aft3 +— 4 = 3 rest1. Da handlar det onheltalsdivision
som speglar t.ex. efdelning:om trettonagg skall brdelas g kartonger som rymmer
fyra agg vardera & far man tre fulla kartonger och ettggover.| detta kapitel handlar
det om division or rationella tal. Alla rationella tal kan divideras, kvotanalltid ett

rationellt tal.

) 1 ) o .
Likheten13 ~4 = Z?, motiverar/brklarar anandandet av lakstrecket som divisions-
symbol.

Det ar ofta praktiskt och bekamt att an@anda bakstrecket som divisionssymbol. Det
galler bara att veta vad betyderAr det ett baktal alltsa ett rationellt tal, elle@r det

o o « & . 3 as . 2 m o . -
ettbrak alltsa en d|V|S|on?Z ar ett rationellt tal,% ar ett bak men inte ett rationellt

tal.

Ibland orskar an&ndningen av la&kstreck som divisionssymbol faning/feltolkning:

Vi har att% +c = bi mena + - = % Darfor ar det viktigt att veta vad som
- C C

avses & man aninder "dubbeltik”. Att £ och% inte ar samma sak, synatt i tryckt
C =

text, men inte likaatt i handskriven text. Bir rekommenderasadfor att man anénder
annan divisionssymbe# eller / eller fortydligande parenteser.

Tank ocké pa att ett dubbellak ofta innelller "osynliga parenteser”, vilket illustreras
i nasta exempel.
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1
Exempel. Vi skall skriva——1L som ett baktal & enklaste form.
ot

R At 1 3\ /2 11
Losnlng.%Jr}_:(?—ﬁ)f(@Jrl—S):

1-11 3-7\ [ 2-2 1.7\ [11=21\  [4+77\
(m‘r? T(7-9-2+2-9-7)_<11-7)7(2-9-7>_
“10-2-9-7 20

11-7-81 99

oo

1.2.3 Rakneregler

Har sammanfattas dakneregler somdler for rationella tal. De som tidigare behand-
lats for heltalen @ller aven br de rationella talen.

Réakneregler

For alla rationella tal% och 2 dara, b, cochd ar heltal, @ller det att

.E+E_d-a+b~c_d-a+bc
b d d-b b-d d-b
.E_E_d-a—b-c

b d d-b

a ¢ a-c

® —  — — —

b d b-d

a ¢ a d

e — - — = — . —

b d b c

1.2.4 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 1b

1.2.1 Skriv foljande rationella tal @ enklaste form

5040 6182 —42 - 308 - 230

a —— b) ——
) 40320 ) —616 c) -60-121--69
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1 3 1 5 3 5 1 2
S+ 2 422442 fy 2= —3- 412
D its ® 33+ 2% T3 ) Tl

1.2.2 Skriv foljande rationella tal @ enklaste form och blandad form
1 1

1

1 1 11 D 1 7

1.2.3 Skriv foljande rationella tal @ enklaste form

1 4 6 11 3 38
— = bhy —. — . —._—
) 7T 7 ) 11 24 19 17
1 .3 7 1 2 2
C) 2—--3-+4— d 11--2-+"1—
) 6 34 12 ) 3 D 15
2 3 9 5 2 3 9 5
e) (= — )+ — — il - —+— . —
5 20 100 19 5 20 100 19
T4 24 6 T4 24 6
9 (=) =+— h —+-+—+—
8 3 13 11 g 3 13 11
1.2.4 Skriv foljande rationella tal @ enklaste form
11 12 35 _ 9ol
JOORCEIE =
2 3 4 3 415_1_3%
N it B
1 2 23
s =2 = 41

1.3 Potenser med heltalsexponent

1.3.1 Potenser

| detta kapitel introduceras begreppet poteisrétionella tal, och @&med naturligt-
vis for alla heltal. Exponentear har heltal mendngre fram (i kapitel 1.7) kommer
exponenten att vara ett rationellt tal och slutligen ett reellt tal. ak@elagar som pre-
senteras i kapitledr allmangiltiga, de gller aven med reella exponenter.
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1.3.2 Potens med heltalsexponent

Potensemedheltalsexponentaiefinieras av
a®=1 (fora#0), a'=a, da*=a-a, a*=a-a>=a-a-a,
a"=a-a""t'=a-a---a, (produkten aw faktorer din ar ett positivt heltal.

Vidare definierar man™" = — dan ar ett positivt heltal ocla > 0.
an

| definitionen ovan kam bara vara ett heltal mem kan vara aval ett heltal som ett
rationellt tal.

Vid berakning av potenser av negativa tat fnan vara extra uppimksam. De béknas
naturligtvis @@ samma &t som potenser av positiva tal3* = =3 - -3 - -3 - ~3.
Men risken or fellasningar stor varbr detar klokt att alltid skriva parentes runt talet:
—3' = (73)* sa att det inte drvaxlas med-(3%).

Da(~1)2 =1, galler att:(~a)! = ~a, (Ta)? = a?, (Ta)® = ~(a®) och allnént

(“a)" = a” om n = 2m = jamnt heltal
~ 1 (@) om n=2m+1=udda heltal.

For potenser av laktal caller att (B) — " Ocks i detta fallar det klokt att
q qr

anvanda brtydligande parenteser. D&t annarsdtt att uppfatta det sof-.
q

Foljande potenslagar karaHedas om man skriver upp vad de olika potensarné.ex
ar(2)t=(2-2-2'=(2-2-2)-(2-2-2)-(2-2-2)-(2-2-2) =234

1.3.3 Rakneregler

Potensregler

For alla tala ochb galler det att

° CLOZ]_ ° (an)m:anm
e g -q" = am—HL m
® - — g™
o (ab)" =a" - b a
a\™ a” n
— = — e = —
* (b) b a"
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Vid rakning med potenserajer prioritetsregeln att potenser B&nas dre multipli-
kation eller division ochaven bre addition eller subtraktior2 - 32 = 2 -9 = 18,
2432 =2+ 9 = 11. Som tidigare skall operation inom parenteserakans brst:
(2-3)2 =62 =36, (2 +3)> =5 = 25.

Vid upprepad potensbé&kning, som i 23% galler att exponenten béknas brst:
285 — 9(%) — 227 — 134217728, 253 = 2(5+3) — 28 — 956,
Ocksa har ger parentesebftur: (23)% = 8% = 512.

En litenvarning! Det finns ingen standardprioritéifupprepad potensligning. Vis-
sa kalkylatorer har "exponentearkt” prioritet, andra harévlsriktningsprioritet233 kan
bli antingen134217728 eller 512, det beror a raknarfabrikatet, ibland t.0.mapmo-
dellen. For sakerhets skull — ardand parenteser.

Har ar de prioritetsregler som behandlats i kapitlet.

Prioriteringsordning

Operation mellan parenteser.
Exponent

Potens

Multiplikation och division

Addition och subtraktion

o o M w0 bhoPE

Vid lika prioritet caller lasriktningsprioritet

1.3.4 Ovningar

1.3.1 Berakna
a) 52 b) 2° c) (73)* d) (74)3
e) 1100 f) 100! g) 3° h) (~3)0
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1.3.2 Skriv foljande som ett kaktal pa enklaste form, utan potenser.
a) 272 b) (73)73 c) 1°°
1.3.3 Skriv som potenser av 2
a) 1/64 b) 163/210 c) 1283/325

1.3.4 Skriv foljande som ett laktal pa enklaste form, utan potenser.

25.377.105- "772 (2)3 : (—é)_l - (1)—3
a) 93.3-5.5 b) =2 567~ 106 10
1.4 Reellatal

Det ar ganska komplicerat att definiera vad som menas med ett reellt tal. ®etrkr
mer avancerad matematik vad som normalt irég i en gymnasieutbildning. Vi &ste
darfor halla oss till en relativt intuitiv ochdrenklad bild av begreppet. Med egellt
tal menas é ett talr som ges av edecimalutvecklingsom beskrivs nedan.

Varje positivt reellt tal har en heltalsde| somar ett naturligt tal, och en decimaldel:

r = n.ayasazagas - - -, dar alla taler; ar naturliga tal mellan och9. Detta betyder att
O e gL S U R

10~ 100 1000 ~ 10000 = 100000
Till varje positivt reellt tal finns ett motsatt, negativt tal

— = e — — @ | @y | a3 | _as | _as 4 .
r= N.0102030405 (n + 16 1 106 T 000 T Toooo T Tooooo T )

Genom att bara ta meshdligt manga decimalera vi ett rationellt tal som approxi-
merar det reella talet. Ju fler decimaler de&trle approximation.

Reella tal kan adderas, subtraheras, multipliceras och divideras, genom att éran utf
operationernad de rationella approximationerna. Genom att ta med fler och fler de-
cimaler far man en éljd av rationella tal som d@rmar sig (har gins\ardet) de reella
talens summa, differens, produkt eller kvot.

Tva decimalutvecklingar representerar samma reella tal om deras differ@riBetta
innekar att t.ex.3.25300000 - - - = 3.25299999 - - -. (De avslutande punkterna inréb
som vanligt att minstret fort&tter obrutet.)

For attaskadliggora de reella talen aégnder man ofta punktedpallinjen. Inte heller
dettaar helt oproblematiskt. Vadr en linje och vadr en punkt?

Euklides definierade begreppen punkt, linje och plareft stt som, kanske geatt
associationer, meanch ar valdigt diffust. Enpunktar ragot som inte kan delas. En
linje ar en Angd utan bredd. En linjgindarar punkter. Errat linje ar en linje som
ligger jamnt mellan punkternagpdensamma. Eyta ar ragot som bara haahgd och
bredd. Ettplan ar en yta som ligger med déta linjerna p detsamma.
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De definitionerna leder inte till att man kaéaga vad ett reellt tadr. Endast naturliga
tal, positiva baktal och vissa (geometriskt konstruerbara) reella tal. Man kaa ailts
definiera ett reellt tal som en punkd pallinjen. Resonemangat det omanda. Nar vi
har de reella talen kan vi definiera vad som menas raetinje, punkt och plan. B
motsvarar varje reellt tal en punk&injen och varje punkt motsvarar ett reellt tal.

| praktiken &knar vi bara med rationella approximationer till de reella talen, eller med
symboler, som\/2, som representerar specifika reella tal. Redan de gamla grekerna
visste att det inte finns rationella talsadana atte?> = 2, 3, 5, 6 m.fl. Man kan
numera visa att detatemot finns &dana reella tal.

Mangden av alla reella tal beteckisDe rationella taleir ocks reella tal, rangden
av alla rationella taér endelnangdav mangden av alla reella tal.
ViharattNC Z C Q C R.

1.4.1 Olikheter for reella tal

| likhet med heltalen och de rationella talen finns det tre typer av reella tal, de positiva,
de negativa och talgi. Detta gr det nojligt att definiera begreppestorre &n och
mindrean for reella tal.

Definition
Det reella talet: ar strre antaletb, skrivsa > b, om och endast oma — b ar
positivt.

Taleta armindreantaletd, skrivsa < b, om och endast om — b ar negativt.

For alla reella tal: ochb finns darmed tre mjligheter:a = b, a > b ellera < b.
| detta sammanhang har man ofta @amgining av en praktisk @mgdbeskrivning.

Sag till exempel att vi, av agon anledningar intresserade av alla de reella tasom
uppfyller villkoret x < 5. Da daller det att beskriva dennaangd av tal f ett prak-
tiskt satt: {z € R : x < 5}. De speciella parentesergaoch } ar mangdparenteser,
(vardagligt krullparenteser). De inramar beskrivningen av objekte@ingdenz € R
inneldar att alla objekten skall tilra mangden av alla reella tal, kort sagt att alla ob-
jekt ar reella tal. Kolon lasessadana att Efter kolontecknet kommer villkoret som
skall vara uppfyllt br att ett reellt tak: skall fa vara med i rangden. | orddser man
alltsa: mangden av alla reella tat sAdana attr ar mindrean 5.

Viharatt=3 € {x e R: z < 5}ochl2 ¢ {z € R: z < 5}. Talet3 tillh 6r mangden,
talet12 tillh ©r inte mangden.

De positiva reella talear{x € R : x > 0}, de negativa reellataléir{z € R : z < 0}
och deicke-negativaeella talerér {x € R : z > 0}.
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Mangdbeteckningen kommer vi oékatt anéanda br andra grundi@angdeian de reella
talen. Man kan t ex skrivdr € Z : 2* < 5} vilket da betyder rangden av alla heltal
vars kvadratr mindreans, dvs{—2,—1,0, 1, 2}.

Nar detar klart att detr de reella talen som avsesfinns det praktiska beteckningar
for intervall. Vi kommer att aré@nda bljande beteckningar:

la,b] = {x€eR:a<z<b}
(a,b) = {reR:a<z<b}
(a,b) = {reR:a<z<b}
a,b) = {reR:a<z<b}
(—o0,b] = {xeR:z<b}
[a,00) = {xeR:z>a}

Observera att ‘(" respektive *)’ betyder @nhdpunktemnte ar med och att ‘[’ respektive
T betyder attandpunkterar med.

1.4.2 Rakneregler for olikheter

Ocksa for olikheter gller vissa akneregler. De kan allaanledas fan definitionen. Vi
ger Har ett exempel @ regel och Arledning.

Exempel. Vi skall bevisa olikhetsregelf®ma ochb ar reella tal sadana attz > b sa
galler det atta + ¢ > b + ¢ for alla reella tal c.

Ldsning. Vi beraknar differensefia + ¢) — (b + ¢) och skall visa att dennar positiv
oma >b.Men(a+c¢)— (b+¢) =a+c—b—c=a— b, somar positiv eftersom
a > b. Vi har darmed visat att. + ¢ > b+ coma > b. O
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Rakneregler

For alla reella tal, b, ¢ ochd, galler det att
e Oma < bochb < csadillera < ¢
e Oma<bsaghllera+c<b+c

e Oma <bochc<dsaghllera+c<b+d

Oma <boch0 < csagallera-c<b-c

Oma <bochec< O0sadallera-c>b-c

1.4.3 Ovningar

1.4.1 Galler det att
a) 2e{reR:z<3}? b) 2 <3?
(Symbolen< utlasegmindrean eller lika medTalet3 ar med i néngden.)
c) Ardet rgon skillnad p utsagorna i (a) och (b) ovan?

1.4.2 Visa att @knereglernadr olikheter i avsnitt 1.4.2@ler genom att aranda me-
toden som presenteras i exemplet i samma avsnitt.

1.4.3 Ge exempel areella tak, b, c ochd sadana att
a<bochc<dmendira—c<b—dintegaller.

1.5 Absolutbelopp

| detta kapitel skall vi arbeta med en av gruigijande operationerna peella tal,
absolutbelopp. Dettaterkommer i kapitel 4.4&lvi studerar funktioner.

Definition: Oma ar ett reellt tal & ar absolutbeloppetv a

a om a>0
jaf = “a om a<0
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Tank p att—a ar det motsatta talet tik. Om a ar negativt & ar ~a positivt. Som
exempehr|~3| = ~(73) =3

Av definitionen bljer direkt att|a| > 0 for alla reella tak. Absolutbeloppet aw talar
om hur Bngt fan punkterd) som punkten: ligger pa tallinjen.

Oma ochb ar tva reella tal & ar |a — b| avstindet mellaru ochb pa tallinjen. Vi har
t.ex. att=7 och3 ligger pa avséndetl10 fran varandra=7 — 3| = |~10| = 10.

Exempel. Vi soker de tab som uppfyller|3 — b| = 5.

Losning. Vi soker de punkter @tallinjen, som ligger @ avsandets fran3. Detar tva
punkter, en till lbger om3, namligen3 + 5 = 8, och en tillvanster3d — 5 = 2. [

Exempel. Vi soker de tab som uppfyller|3 — b| < 5.

Losning. Nu soker vi de punkter @ tallinjen, som ligger @ avsand hogst5 fran 3.
Detar alla punkter som liggenellan3 och3 + 5 = 8, ellermellan3 och3 — 5 = ~2.
Alltsa alla punkter mellan2 ochs.

Med mangdskrivattet har vijz € R : [3 —b| <5} = {zr € R: 72 < x ochz < 8}.
Ett alternativt &tt att skriva 2 < z ochz < 8ar—2 < z < 8. O

1.5.1 Ovningar

1.5.1 Besam
a) |7] b) |77] c) |0]
1.5.2 Bestim alla reella tak sadana att
a) l[t+1]=1 b) 3—z|=7,5 C) |[x+4/=0
d) |3—2z|=5 e) |[x—2/="2
1.5.3 Ange (utan beloppstecken) desom satisfierar
a) |[x—1]<2 b) |[x+3|<5 c) 2<|zr—2/<3

d) [z+2[<0

1.6 KvadratrOtter

Vi fortsatter nu med den andra av de gruagtjande operationerna peella tal, ka-
vadratroten. Ockstill dennaaterkommer vi i kapitel 4 @ vi studerar funktioner.
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1.6.1 Kvadratroten ur ett positivt reellt tal

Eftersom produkten avasal tva positiva tal, som t& negativa talar positiv & galler
det att

22 =qx-x > 0forallareella tak.

Alltsa har ekvationen? = b ingen reell bsning omb < 0.

| avsnitt 1.4 behandlades &igheterna med att agca huruvida det talsystem man
arbetar medacker till for att Ibsa en viss ekvation. Men sonagekades @ sa har
ekvationen:? = b alltid reell losning omb > 0. | sjalva verket alltid téa. Som exempel
har ekvationen:? = 9 losningarna och ~3.

Definition: Med v/b, dar b > 0, menas det icke-negativa, reella tal, vars
kvadratarb.

Alltsd ar /9 = 3 och inte~3 eller 4-3. Det caller ocks atty/0 = 0.

Enligt definitionen har vi allt& att(/b)? = b.
Men det giller ocksh att(—v/b)2 = ~vb- ~vb = (vVb)? = b.
Alltsa galler det att:

Ekvationenz2 = b har for b > 0 tva olika reella otter:/b och~v/b

Man skriver iblandz? = b < Tig = ++/b, for b > 0. Med detta menas alfisatt
ekvationen hardtternar, = vb ochz, = ~vb

Exempel. Ekvationenz? = 9 har siledes dtternar, , = +v/9 = £3, dv.s.z; = 3
ochzy = ~3. O

1.6.2 Rakneregler

Av definitionen g /b foljer vissar akneregler.
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e (Va)’ =a for a>0.
o Va-vb=+/ab och%:\/%, for a > 0 och b > 0.

e Va2 = |a| foralla reella
alltsa: va2 =a om a >0 och Va2 = ~a om a < 0.
e Va2-b=la|-vb for b>0 och allaa.
alltsa: va2-b=a-vb om a>00chva2-b="a-vb om a < 0.
1 Va

= —,0ma > 0.

.ﬁ a

b Wa-vb 1 Vatwh
\/54—\/5_ a—>b \/__\/B— a—>b

a#b,a, b>0.

Den forsta punktendljer direkt av definitionen:
V/a ar det icke negativa tal vars kvadrata.
2

Punkt tv kan bevisas genom att vi konstateranit- /b > 0 och att(\/a- \/5)
2

(va)' - (Vo) =a-o.

Alltsd arv/a - vVb = va - b

Pa sammadtt bevisas regelrdf roten ur en kvot och de &vefterbljande reglerna.

Den femte regelndijer av% = \/E\/-a\/ﬁ = (\/\/5)2 = ?
De tva sista reglerna kalla#rl angning med konjugatuttryck eftersom(/a — v/b)
och(y/a + v/b) kallas konjugatuttryck till varandra.

I va— b

Va+vh  (Va+vb)(va—vb)
Va-vh  Ja—b
(Va)> — (Vb2 a=b

Den forsta av av demdlijer av

(konjugatregeln se avsnitt 1.9)

fora # b, a ochb > 0.

OBS: | allmanhet, alltd for de flesta tak ochb, arva + b # /a + V0.
Till exempel gera = b = 1 attv/a + b = v/2 medany/a + Vb = 2.
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Pa sammadttar i allmanhety/a — b # /a — V/b.
Exempel.

(a) Ekvationeniz? — 3 = 0, d.v.s.z®> = 3/4 har tternar, , = +/3/4 = £1/3/2

(b) V(732 = V32 =3=13|
(c) Fora>0,b>0ara-vb=+va2-b
d) Fora< 0,b>0ara-vVb="("a)vb="/(-a)2-b="Va2-b

(e) F(')ra>0,b>0é1ra-\/§:\/ﬂ:\/%

(f) Fora<0,b<0ara-

=

() R ﬁ — @
R
1
h) Vi skriver med heltalsamnare.
") 546
Losning. Multiplicera med konjugatuttrycket:
I 5—6 0 5-V6  5-V6 5-6
5+v6 (G+VO)(G-VE) 3 (Ve 25-6 10 .
1.6.3 Ovningar
1.6.1 Forenkla
a) /0,49 b) /90000 c) V6-V75 d) v10/v/125
e) VI2— 3 f) V2—VA+v/8+V16—+/32+/64.

1.6.2 L&s ekvationen

a) 12-25=0 b) 5—22=0 ) 92°—-4=0 d) 16—62>=0

e) 22=0
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1.6.3 Skriv med heltalsamnare
a) 2/v6 b) 3/v21 c) 1/(vV3+v2)
d) 2/(V11 —3) e) 1/(2—5) f) (V6—v3)/(vV6+3)

1.7 n:teroten ur ett reellt tal

Man kan visa att, ond > 0 ochn ar ett positivt heltal, & finns, i likhet med fallet
n = 2, precis ett icke-negativt tal sa atta™ = b. Omn ar ett gamnt tal & galler ocks

att (—a)" = b. Omn ar ett udda tal & caller is@llet att(—a)" = ~b. Detta leder till

foljande definition av:-te roten ur ett icke-negativt tal.

1.7.1 n-teroten ur reella tal

Definition: Omn ar ett positivt heltal och ar ett reellt tal> 0, s menas med
V/b det rella tal> 0, som uppfyller( /)" = b.

Omb ar ett negativt tal och ar ett positivt, udda heltaBsmenas med/b det
negativatal som uppfyller( /)" = b.

Ekvationenz” = b, dar b reellt tal ochn ar ett positivt heltal, har & foljandereella
rotter.

1) z = /b, omn = 2m + 1 = udda(positivt) heltal,

2) z = +3/b, omb > 0 ochn = 2m = jamnt(positivt) heltal.

(Omn arjamntochb < 0, s saknar” = b reella Btter och{/b arinte definierat.)
Foruddan = 1,3, 5,... galler att: 3/=b = ~ V/b.

Definitionenav /b galler aven Brn = 1, vi har & attv/b = b for alla reella tab.

Exempel.
Eftersom2* = 16 och5 = 125 s4ar v/16 = 2, v/125 = 50chv/~125 = ~5. O

1.7.2 Rakneregler

Foljanderaknereglerfor n:te rotter bevisas B sammaatt som motsvarande reglénf
kvadratroten.
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e am = ¢ foralla e om n arudda.

e Vam = |a] om n arjamnt.

o %-%:%och%:ﬁ, for a > 0 och b > 0.

Exempel.
(a) \/ﬁ = V2=V2

(b) V125 = V5 = V53 = \/ V535 = v/
(©) Va? = VVea? = {/]d] 0

For uttryckens/a + /b, /a — /b, ¥/a + boch /a — b finns inga allndnna formler.
Exempelvisar i allmanheti/a + b # /a + V/b.

1.7.3 Ovningar

1.7.1 Forenkla

a) v9 b) V8 c) V24
d) V/V3 e) V2 f)ﬁ
9) 4/V16 h)y V81 — VO + V12 — /27— /3V3

1.7.2 Bestam dereellarotterna till

a) 2% =16 b) 2° =243 ) 6425 —27=0
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d) 22+8=0 e) ' +8=0

1.7.3 Forenkla:

a) V/3a®-/9a b) z/Vx c) v/
d) V/Vab e) Vai/{/a )\ oi/avr

1.8 Potenser med rationell exponent
| detta kapitel definieras vad som menas med en potens med rationell exponent. Defi-

nitionen bygger Ade & potens med heltalsexponent (kapitel 1.3) oghigfinitionen
avn-te roten som gjordes ofecaende kapitel.

1.8.1 Potenser med rationell exponent

Definition:
m : . , : m
Om — ar ett rationellt tal och ar ett icke-negativt reellt tabsgesh~ av:
n

w o= Vb,

Specielltérb% — /b. Exempelvis gller for den vanligakvadratrotenattvb = v/b =
bl/2,

Vi har ocksh atth™ = v/b™ = b™ (om inte detta gllt hade definitionen varit misslyc-
kad).

Omn ar ettludda heltalgsar /b definierataven Brb < 0. Man anander @rfor ofta
skrivsattetb~ for uddan aven @b < 0. Har kravs stor brsiktighet. Man raste vara
medveten om att definitiondn = v/b™ endast ller for b > 0.

Vi har att(‘27)% = V-27="3.
. o 1 2 - I m n
Men vi har ocka attg =5 Om man @ tillampar definitionen ab~» = Vb™ med

b = —27 far manett felaktigt resultai(‘27)% = (‘27)% = {/(~27)* = V/36 = 3.

1.8.2 Rakneregler

Med hjalp av @knereglernadr n:te roten ur ett positivt tal octaknereglernadr poten-
ser med heltalsexponent kan man visapatiensuttrycket» med rationell exponent
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m . -

x = — forb > 0 satisfierar sammpotenslagarsom potens med heltalsexponent (se
n

avsnitt 1.3.3).

Potensregler

For alla positiva reella tal ochb och alla rationella tak ochy galler det att

e a'=1 o (a®)¥ =a""
o a%-a¥ =a*"V @
o — =g"""Y
o (ab)® =a® - b* a?
(a>x « omb >0 o a” !
[ ) —_ _ — [
b be a®

1.8.3 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 1c

1.8.1 Forenkla
a) b) 47° Q) (VB
d) 21/3.2-4/3 e) 31/2/9-3/4 f) 32/3/(1/3)4/3
g) (0,0016)70%

1.8.2 Forenklaa) /9 b)¥8 o) ¢—24 d)VV3 e V2

NVVVE @ 4/¥16 h) VB - VO + V12— V2T - V/3V3
1.8.3 Forenkla:a) v/3a2 - ¥/9a
b)va/vz o) YVr dVVaS eV Ya f)\[zi/zvr
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1.9 Algebraiska omskrivningar

Oerhdrt manga resonemang, agl matematik som andra sammanhaig mhatemati-
ken tillampas, byggerdgomskrivningar av matematiska uttryck. Ofta handlar det om
att forenkla uttrycket, men minst lika oftaatier det att skriva uttrycketgpden mest
lampade formen. Vilken denna foran beror naturligtvis g situationen.

Vid algebraiska omformningadf man utnyttja alla deakneregler som dler vid
rakning med reella tal. Mando darfor vara synnerligenal fortrogen med dessa. Spe-
ciellt de som behandlats i samband med heltal 1.1.3, rationella tal 1.2.3 och potenser
1.8.2.

Det finns ett mycket vanligtat att skriva produkteravariablerar inblandade6 -
skrivs ofta6a, a-b- c skrivsabc osv. DA man utedmnar multiplikationssymbolenaste
man vara &ker (@ att detta inte orsakar missuppfattning; kan mycket vl varaen
variabel iséllet for produkt av tre. Hur ska2m + 10cm tolkas? Betyder det10cm
eller2-m+10-c-m=2-(1+10-c) - m? Det beror helt a sammanhanget. | detta
kapitel skallabc tolkasa - b - ¢ och2m + 10ecm betyder2 - m + 10 - ¢ - m.

Exempel. Med de vanligadknereglerna kan mairenkla en del algebraiska uttryck.

a) 10m—9y+5y+7m+4y—m = (104+7—1)m~+("9+5+4)y = 16m+0-y = 16m
by m—ja—b—(c—m)l]=m—-Jja—b—c+m|=m—a+b+c—m=b+c—a
c) 3abc-a*bc? - ~(40*) =3-("4)-a-a®>-b-b-bv*-c- = "12a*b'c?

d) (32%y%2)* = 3% (2Bt (y3)* - 2% = 81a¥y!2?

e) (2z +3)(42? — 62 +9) =2z - (42°> — 62+ 9) + 3 - (42? — 62+ 9) =
20 - 4x? —2x - 6x+2x-94+3-422 —-3-60+3-9=
83 — 1222 + 18z + 1222 — 18z + 27 = 8x3 + 27

1.9.1 Magra viktiga algebraiska identiteter

Utover raknereglerna finns det en hel del samband som maidveelkunna aranda.
De flestaar sadana att man béker kunna denaktivt Det racker inte att veta att de
finns och kunna &l upp dem i en formelsamlingdFatt kunna akna "med flyt” kiavs
en hel del utantillkunskap.

Foljande viktiga identiteter ba&lver man kunna utantill:
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. _ (a+0b)?=a*+2ab+1?
kvadreringsreglerna: { (a— b2 =a®—2ab+ b = (b—a)’

. , (a+b)* =a®+ 3a%b+ 3ab®* + b*
kuberingsreglerna: { (@ — b)* = a® — 3a%b + 3ab? — b?
konjugatregeln: a>—b*=(a+b)(a—0b)=(a—b)(a+D)

a® — b = (a — b)(a® + ab + b?)

faktoruppdelningarna: { 0+ b = (a + b)(a? — ab + b?)

Exempel.
a) 232 = (20 +3)2 =207 +2-20 -3 + 3% =400 + 120 + 9 = 529.
b) 292 = (30 —1)2 =302 —2-30- 1+ 12 = 841.
C) 372 — 332 = (37 —33) - (374 33) = 4-70 = 280

O

OBS: a” 4 b* (liksoma® + ab + b* ocha® — ab + b%) kan ejfaktoruppdelas (med reella
tal).

En generalisering av formeliof «® — b* arallmanna konjugatregeln

a" =" =(a—=0b)(a" ' +a" 2 b+ a0+ a0

som visas genom ihopmultiplicering av parenteserrizgra ledet.

Exempel.
a) (3a+4b)? = (kvadreringsregeln= (3a)*+2-3a-4b+ (4b)* = 9a*+24ab+16b*
b) (3+2?)(z*—3) = (2* + 3)(z* — 3) = (konjugatregeln= (z%)> —3* = z* -9

(x — 2y)3 = (kuberingsregeln= 2> — 3 - 2% -2y + 3 -z - (2y)? — (2y)® =
% — 62y + 12xy% — 8y

d) Faktoruppdelningiz?® — 9a* = (22)% — (3a?)? = (konjugatregeln=
= (27 + 3a®)(2z — 3a?)

32



e) Faktoruppdelningi2z*—22°—18z® = (alla gemensamma faktorer brytes st

=223 . (62 — 22 — 9) = —22%(2® — 6z +9) = (kvadreringsregen= —2z3 -
(z —3)?

f) Faktoruppdelningz* + 8zy® = - (2 + 8y°) = z - [2% + (24%)%] =
= (enligt formeln bra® + b3) = x - (x + 2y?)[2? — 2 - 2y + (2y?)?] =
=x (2 + 2y?) (2% — 2zy® + 4y) O

1.9.2 Pascals triangel oclia + b)"

Koefficienterna i utvecklingen afu + b)™ kan bestmmas med Bjp avPascals tri-
angel

n=>0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
. 0.S.V.

Densistaradeninné@batt(a+b)° = 1-a®+5-a*-b+10-a®-b*+10-a*-0>+5-a-b*+1-0°

Ett tal i triangeln erhlles genom addition av deé&val, som sir rarmast snett ovaof.
For att inse att detta ger koefficienterna i utvecklingen kan vigsgupt b)*. Vi har ju
att(a +b)* = (a+0b)- (a+0)3 Men(a+0b)? = a®+ 3a®b + 3ab® + b>. Alltsa ar
(a+b)* =a-(a®+ 3a?b+ 3ab® + b*) + b (a® + 3a®b + 3ab® + b*). Man far en term
a*b ur bada produkterna, dels a3, delsa - 3a%b. Koefficienten br ab ar summan av
koefficienternadr a* ocha?b.

Pa sammaadatt fungerar detdr alladvriga termer ocké.
Exempel.

a) (a+ b)* = a* + 4ab + 6a%b? + 4ab® + b*

b) (a —b)* = (a+ ~b)* = a* + 4a3(7b) + 6a*(7b)® + 4a("b)> + (Tb)* =
a* — 4a®b + 6a*b* — 4ab® + b*

c) (a+0)® = ab+ 6a°b + 15a*b* + 20a3b® + 15a%b* + 6ab® + b
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1.9.3 Rationella uttryck

Rakning med rationella uttryclofjer sammaakneregler somakning med rationella
tal. Vid additionar det hmpligt att brianga med "& lite som njligt”. Man bestmmer

i s& fall minsta gemensammamnare i sillet for att "multiplicera korsvis”. Br att
besamma minsta gemensammamnare bebtiver man faktoruppdela de olika termer-
nas ramnare. | detta kapitel meddtp av kvadrerings- kuberings- eller konjugatregler-
na, senar@ven med Hglp av faktorsatsen och polynomdivision.

Exempel.
b— “(a—10 —b .
a) ¢_ (a—b) = <a >,varav bljer att
C C C
b—a _(a—-0bY\ _ a—>b . 1
a2—v2  \a2-02) \(a—0b)a+b))  \a+b
4,7 2.3.5. p41 3
b) 30x%y _ 3-5-x :5i:2.5-x3-y_3

12xy0  2.2-3.-yl0-7 293
o) r—y  r—y Yy— 1
vy—22 xly—2) \zly—-2)) =«

a b 1 b (a®* +b* +2ab)  (a® — b?)
9 (b+a+ ) (b a2) ab a?b
(a®* +b*42ab)-a®b  (a+Db)?-a  (a+bla

ab- (a2 —v2)  (a+b)(a—10) a—b

5 1 3z +1 .
e - — = (faktoruppdela amnarna =
)Zx—Q 3x+1—a:2 ( P 2
5 1 3z +1

2 —1) 3z (z+1)(z—1)
{ minsta gemensammamnarear2 -3 -z - (x + 1) - (z — 1)}
5-3z(x +1) 1-2(x+1)(x—1) (B3xr+1)-2-3z
T 2z—1)-3z(z+1) 3z-2z+0)z—-1) (@+l)x—1)-2-3z
(152% + 15x) — (222 — 2) — (182% + 6x) 5 + 9z + 2
2-3-z(z+1)(x—1) a 6x(x? —1) -
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1.9.4 Rotuttryck

Vid omskrivning av rotuttryck kan man givetvis avda alla deakneregler somaler
for reella tal. Det man speciellt skafirtka g ar (1/a)” = a oma > 0 ochva? = |al.

Exempel.

2
3— -3 ve—3
a) \/éz_\;m:_( 6_3) ="vc—3 omc>3.
OBS: v/c — 3 ar definierat om: — 3 > 0, d.v.s. omc¢ > 3, menl/y/c — 3 ar
definierat endast om > 3.

a a a
b = pum— pum—
) va?+a? /a2(1+a) Va?-V1+a
a [ 1/V/1+a om a>0
|a|w/1+a_ —1/v/1+a om —1<a<0.
OBS: Var uppnarksam @ tecknet vid inmultiplicering i och utbrytning ur rotut-
tryck! 0

1.9.5 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 1d

1.9.1 Forenkla

a) 10t — ldu+ Tv —t — 8v + 14u — 8v — u
b) 70a + 20c + 33x + ¢ — x — 28a — 40a — 9c + 41x

1.9.2 Forenkla
a m+2p—(m+p—r) b) 3¢ — (2a+ ¢ —5b) — (2b — 2a)

C) 7Ta—2b—[(3a—c)— (2b—3c)]
1.9.3 Forenkla
a) 2xz"-10zz b) a®b'c- (“3ac?) - 9abe

c) ~2p%qr-pq’s®- (TTqr?)
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1.9.4 Forenkla
a) (3z%y)3 b) (4ab®c®)*(72ab)® c) (a®)P - (aPb®P)% - bP
1.9.5 Omforma (genom att multiplicera ihop parenteserna)
a) (2z —y)(z+2y) b) (22 —y)(z+2y)(z —y)
c) (a+x)(a* — a*zr + a*z? — ax® + 2*)
d) (22— 2z +3)(2 — 3z — 22?)
1.9.6 Utveckla
a) (3a — 4b)? b) (a®+ 2b?)?
c) (m'+4)*+ (m' —4)?
1.9.7 Forenkla
a) (6 —x)(z+06) b) (a*+y)(a® —y)
c) (23 +3)(x® —3)(25+9)
1.9.8 Utveckla
a) (y+3z)? b) (3z+2y%)3 c¢) (z*—62)®

1.9.9 Uppdela i faktorer

a) z?—at b) 9% — 2522

c) 18z + 81 + a2 d) zty+ 42%y® — 4a%y?
e) 2t —x f) 3a® 4+ 8103

g) 22 —af h) 542%y" — 1625y

1.9.10 Utveckla
a) (r—1° b)) -y ¢ (2u+a®)® d) (xy®—32)°

1.9.11 Forenkla

713 QMg P
6a‘b’c b) 322"y

T 360 iyr L

36



2ay + 1> d) 122%y% + 20xy? — 8z%y

Cc
) 2ay dxy

1.9.12 Forenkla

a) (2a+2b)/(b* — a?) b) (2?2 —4xY)/(42* — 4z + 1)
) (z—y)°/(y—=)° d) (0°—9)/(b° —6b"+9)
e) (a®>—0%)/(b—a)? f) (a®*+1)/(a—a®+a®)

9) (2" —16)/((z +2)(2° - 8))
1.9.13 Forkorta (om ndjligt)

a) (a’+b%)/(a+b) b) (a* = b%)/(a—1b)
c) (a*+b")/(a+0) d) (> —°)/(b—a)

1.9.14 Forenkla
2
r oy 1 1 1 1
— =)+ (-4 = b l1—— )= (14+—
) (y2 :v) (x+y2) )( x4> (+x3
0 (x+y_:c—y)+<x+y_2+:c—y>
Tr—y r+vy r—vy Tr+vy

1.9.15 Skriv som ett bak (pa sa enkel form som ijligt)

a) L2 b) 14— 4
r—3 x+3 =z 20 x? —Adx
1 1 1 1 1
c d
) ) x3—8+2x2—8+8—4x

?+x 1—22
1.9.16 Forenkla och avgr for vilka varden @ c som likheten @ller.

a) Ve +dc+4 b) ¢/vVc2 c) (ve)?/e

d) (*—9)/vVI—c e) ¢/VF—-22 f) V3 +22/c

37



2 Ekvationer

| det har avsnittet ska vi bara diskutera vad en ekvatoiwch hur den kan dyka upp
vid problembsning. Vi ska inte alls oroa os8rfhur man dser dem. Det kommer i de
foljande avsnitten.

En ekvationar helt enkelt en likhet som innaher en eller eventuellt flera obekanta
variabler. Vi tar ragra enkla exempel.

Exempel. Likheten21 — x = = — 3 ar en ekvation med en obekantOm detar en
enda obekant i ekvatione@ ®rukar man ofta av tradition aamda bokstavem, men
det car lika bra med vilken bokstav (symbol) som helst. Likhetén- ¢ = 1 ar en
ekvation med en obekant som heger

Detar vanligt ock& med ekvationer med flera obekanta. Likheten- 2y = 31 ar en
ekvation som innéeller tva obekanta: ochy. O

Vad ska man @ ha ekvationer till? En ekvation a@vder man till att beskriva ett sam-
band som innediler nAgonting sorméar obekant och som mainskar ékna ut vad det
ar. Vi tar en titt fa "agra exempel@problem som man kan ha nytta av en ekvatiim f
att losa.

Exempel. Kal har en storasyster som heter Ada. Skillnadéandpm ialderar lika
mangaar som Kal fyllde br 3 ar sedan. Adar 21ar gammal. Hur gammar Kal?

Losning. Vi betecknar Kals nuvaranddder medr. Skillnaden mellan dera&derar
da 21 — x och for 3 ar sedan fyllde Kak — 3. En ekvation som beskriver sambandet
aralltd2l —z =2 — 3. O

Exempel. Vi soker nu ett tal med den magiska egenskapen att om niemkfradraten
av talet subtraherar taletdy sa far man exakt 1. Vilke#r talet?

Losning. Vi betecknar det c&nda talet med. Subtrahera talet ajv ifran kvadraten
av taletar g — g och detta skulle bli 1. Allta far vi ekvationerny? — g = 1. O

Exempel. Bedaar i godisafren br att kbpa brdagsgodis. Hondper 3 likadana
chokladkakor och 2 likadana tablettaskar. Hon betalar 31 kronor. Hur mycket kostar
chokladkakorna respektive tablettaskarna per styck?

Losning. Vi betecknar priset & chokladkakan med och priset @ en tablettask med
y. Det totala priset @ Bedasdrdagsgodis blir @3z + 2y. Hon betalade 31 kronoas
vi far alltsa ekvationez + 2y = 31. O
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2.1 Forstagradsekvationer

Vi ska nu ltirja titta pa hur man dser ekvationer. Dedr viktigt att veta vad manaf
gora med en ekvation och vad man infe tora. | det lar avsnittet bebiver vi bara
3 grundhggande regler. Déir tillatet att: (1) addera eller subtrahera samma sak fr
bada sidor av likheten, (2) multiplicera eller dividerada sidorna medagot som inte
ar 0 samt (3) érenkla de ta sidorna av likheten vadf sig. Alla dessa tre operationer
leder till en ekvivalent ekvation, dvs mamdrar inte A losningarna till ekvationen.

Vi borjar med den allra enklaste typen av ekvationgkadlade linara ekvationer. Man

sager att en ekvatioar linjar om defr sa att det enda man gjort med de obekartatt

man multiplicerat dem med ett tal och sedan adderat eller subtraherat de olika termerna
med varandra och med tal.

Exempel. Ekvationen2l — z = x — 3 ar linjar for den enda obekanta variabein
har bara adderats och subtraherats med tal. Sammaisak f- 2y = 31 dar de ha
obekanta bara multiplicerats med tal.

Daremotar ekvationeny? — g = 1 inte linjar dd den obekantedr har multiplicerats
med sig silv. Inte heller ekvationemy = 1 ar linjar cd man kr multiplicerat de t&
obekanta med varandra. O

Linjara ekvationeér det enklaste som finns aftsa. Vi orjar med att titta f linjara
ekvationer med 1 obekant som vi kallar Strateginar enkel. Samla alla termer som
innehaller z pa en sida och alla talgpden andra.

Exempel. Vildser ekvationel — x = x — 3:
2l—z=2-3<= 2l-2)+r=(2r-3)+tr<=21=21r -3

24 2z
21+3:(2m—3)+3<:>24:2x<:>?=7<:>12:x.

Har betyder dubbelpilea=> att ekvationernér ekvivalenta. Vi ser allésatt ekvatio-
nen har en end@séning, ramligenz = 12. (Darmed vet vi allta att Kal ifran exemplet
i forra avsnittetir 12ar.)

Vi ldser nu ekvationepl + z = ¢ — 3:
2l+r=0-3<<= 2l+2)—2x=(r—3) —x <= 21=-3.

Har forsvannz och kvar fick vi bara orimlighetedl = —3. Ingetz i varlden kan &
den likheten att glla, alltsh saknar ekvatione$ning.

Avslutningsvis bser vi ekvationen2 — (x — 3) = 15 — x:
12—(z—-3)=15—2r<=12—24+3=1—ar<= 15— =15—x <= 15 =15.

Denna sista likhet @ler uppenbarligen alltidstill denna ekvatiorar alla tal en
l6sning. Den har alléscandligt manga bsningar. O
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Vi sag i exemplet att en lidjr ekvation med 1 obekant kunde ha 1, 0 ellandligt
manga bsningar och dettar faktiskt de enda Gjligheterna som finns. Vi ska nu tit-
ta pa en linar ekvation med mear en obekant. Br blir strategin att &lja ut en av
variablerna attdsa ut (B ensam @ ena sidan) & samma @tt som vi gjorde med:
ovan.

Exempel. Vil dser ekvationeBzx + 2y = 31 genom attdsa uty:

31 -3z
3r+2y=3l<= Br+2y)—3r=31-3r<=2y=31-3x <=y = R

Har ser vi att dr varjex vi valjer s far vi precis etty namligeny = (31 — 3z)/2. Vi
far alltsd candligt manga par avdsningar. T mojliga losningarar t exz = 5,y = 8
ellerz =6,y = 13/2.

Denna ekvation var ju den vi hadedifa avsnittet & Beda kpte ett antal chokladkakor
och tablettaskar. Vi ser nuan vi loser ekvationen att det inte finns undshing och
darfor racker inte informationen till atékna ut vad godiset kostar per styck. [

Om man har en lirgr ekvation med mein 1 obekant&far man alltid é@ndligt manga
|6sningar (eller ingerdisning alls om alla obekantarkvinner @r man brenklar).

2.1.1 Ovningar

2.1.1 L0Os ekvationerna:

a) 32—x)=—(1+2x) b) 3(b—3z)—-2(4—2x)=10

c) 3(6—-3x)—2(4—x)=7—Tz d) 3(b—3z)—24—2)=6—"Tx
2.1.2 Los uty i foljande ekvationer:

a) 32—1z)=—(1+y) b) 3(5—3y) —2(4—z) =10+ 2y

2.2 Andragradsekvationer

Ocksa andragradsekvationérder man genom att addera eller subtrahera samma tal till
bada sidor av ekvationen, multiplicera eller dividegdh leden med tal# 0), eller
gora omskrivningar.

Den enklaste typen av andragradsekvation&r- a dar a ar ett positivt tal, kan man
l6sa helt utan kalkyler. Vi har ju atfa ar det positiva tal vars kvadrata, (1/a)? = a
oma > 0 . Eftersom det ocks daller att (—/a)? = a sa har ekvationen de &
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l6sningarna/a och —/a. Att det inte kan finnas flelsningarnaterkommer vi till i
kapitel 2.5.

Ekvationeny? = 9 har alltsx de t& losningarna (= +/9) och 3.
Exempel. Forhallandet mellan de & sidorna i en rektangér 2:3. Om kortsidarar

10 mar alltsa langsidan 15 m. Vi skall beistnma sidhngderna& arearar 54 n¥.

Losning.Om kortsidanar 2 m s ar langsidarBa m och arearéa? m?. Alltsa skall
a vara bsning till 6a®> = 54. Division med 6 gew? = 9 vars Bsningarar 3 och -3.
Endast positivadsningen kan vara relevar# eektangelsidornar 6 respektive 9 mJ

Den rast enklaste typear (x — b)? = a dara ar ett positivt tal. Hirarz — b ett tal vars
kvadratara. Daarx — b = \/a ellerz — b = —/a. Losningarna tillz — b)? = a ar
saledesr; = b + /a ochzy, = b — +/a.

Exempel. Ekvationen(z — 2)? = 9 har de ta lvsningarna som ges av— 2 = 3 och
r — 2= —3. SAledesr; = 5ochzy = —1. O

Exempel. Langsidan i en rektangal 6 meterangrean kortsidan. Vi skall beamma
sidlangderna& arearar 55 n¥.

Losning.

Antag att kortsidasrz m. Daar langsidan: +6 m och are-
anz(z + 6) m2. Vi soker siledes endsning till ekvationen  x
x(x + 6) = 55.

r(x + 6) = 55 & 2% + 62 = 55. Genom att adder till v ansterledet:? + 6x blir
uttrycket en@gmn kvadratz® + 6z + 9 = 2% + 2 - 3z 4+ 32 = (v + 3)*.

Addera drfor 9 till bada sidor av ekvationen(x + 6) = 55 < 22 + 6z = 55 &
2 4+62+9=55+9< (z+3) =64 +3=8¢ellerc+3=-8<r+3=38
ellerz = —11 . Endast positivdsning:z = 5. Sidornaar 5 respektive 11 m. O

X+ 6

Metoden i exemplet kallakvadratkom- ‘
plettering Genom att addera en kvadrat X WA D 3x
med arear m? gor vi om rektangeln till |
en kvadrat med sidamn + 3. Rektangeln

har arearb5 m?, kvadraten har areafv / 33%33333
2 ARANARANN
m-. W

ARARN
NN
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X+2r

Pa samma &tt kan man kvadratkomplet- ‘
tera alla andragradsuttryck? + 2rx kan X XA 2 -
ses som arean av en rektangel med si- ‘
dornaz och x + 2r. Genom att addera

en kvadrat med sidan erhéller man en NN
kvadrat med sidam + r. R

Man loser alla andragradsekvationer medlhjav kvadratkomplettering:

?+pr+qg=0c2*+2-L.2=—q&
P2 feat (5) = () —ae (@) =) —q

. P P\?2 P P\?
varfor ~ = (—) — g eller = (—) —q.
T+ 5 5 q T + 5 5 q

Andragradsekvationert + px + ¢ = 0 har Btterna

--5+/(5) -5V ()
=—= —) —¢q och =—=— =) —q
T 2 + 5 q T 5 5 q

Resultatet ovan har du a@nt manga gnger. Ofta skrivs det meshformel:

2
c=-24 \/ (g) — ¢. Denar inte € s\ar att memorera, men minnet bltt lite

diffust efter ett tag. @rfor ar det betydligt Attre om duaven kan kvadratkomplettera
och p det viset komma fram tilldsningen utan att agwda formeln. Tecknet ar
praktiskt vid kalkyler men mandy alltid ange de t& rotterna separat.

Exempel.

a) Ekvationenr? + 6z + 5 = 0 har btterna
T1p=-3++/(-32-5=-3+/9-5=-3+V4=-3+2dvs.

r;=-3+2=-1lochzy=-3-2=-5

b) Ekvationers + 3z — 42% = 0 kan skrivasr® — Zx — g =0.
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Denna harotterna

3 3, 3 3 9 3 3 [9+96 3 1
Y N4 SRy A IR S B VAT
1127 g @) *3=sFVeata"3 61 gTg VB

Saledesr; = (3 + v/105)/8 ocha, = (3 — v/105)/8. -

Observera! Detar inte alltid rodvandigt att akna Br att bestmma en ekvation$tter.
detta illustreras aviljande exempel.

Exempel. Ekvationen(z —1)(z+3) = 0 har de t& ldsningarna;; = 1 ochzy = —3.

Detta Prklaras av att en produkt avéwal ar 0 om minst ett av taleaér 0, men inte
annars. Produktefx — 1)(z + 3) ar alltsa 0 bara omx — 1 = 0 ellerx + 3 = 0 vilket
ger de ta losningarna.

Pa samma &tt ser vi att ekvationen? + pxr = 0 har de ta losningarnar; = 0 och
To9 = —p. ]

Anmarkning: Om vi multiplicerar ihop de t& termernadr vi att (z — 1)(z + 3) =
2?4 2x — 3. Ekvationenz? + 22 — 3 = 0 har allts de t\a rotternar, = 1 ochx, = —3.
Det vi ser larar ett generellt fenomen: ekvationgh+ pz + ¢ = 0 har Btternaz; och
x5 om och endast om? + pz + ¢ = (x — z1)(z — x2). Detta ger Bde en rijlighet att
kontrollera att dtternaar korrekta och en ijlighet att enkelt gissa heltatster.

Observera! En ekvationz? = a, dara ar ett negativt tal, saknar reellétter. Det finns
ju inte ragot reellt tal vars kvadratr negativ. Gremot finns det komplexa@s$ningar.
Ekvationenz? = —4 har ldsningarnar, = i ochxy, = —i dari ar denimagirara
enheten Genom kvadratkomplettering ser vi att ekvationen+ 2o + 2 = 0 har
rotternar, = —1 + i ochzy, = —1 — 4. Vi aterkommer till detta i ett senare kapitel. |
detta kapitehr vi endast intresserade av reetianingar.

2.2.1 Ovningar

2.2.1 L0os ekvationerna
a) ?+3rx—-4=0 b) 3+2r—22=0 ) 222=3+=x

d) 32+722=0 e) 422 +9 =12z f) 522+ 3x=1
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2.2.2 Kvadratkomplettera

a) = +4r+1 b) 42? — 36z +100 c¢) 3 — 12z — 22
2.2.3 Faktoruppdela (med reella tal)

a) ?+2z—6 b) 8 —6x — 222

c) 22—z —1 d) z2+z+1
2.2.4 Angiv en andragradsekvation mditterna

a) 2och—5 b) —1ochZ c) 1++/50chl —+/5

2.3 Ekvationer som leder till andragradsekvationer

En del ekvationer kadverforas till en andragradsekvation genom en algebraisk om-
skrivning.

Observera! Om en ekvation multipliceras med en faktor, som irfligy den obekanta
variabeln, kan maréfextra btter. Ekvationeriz — 1)(z — 2) = 0 har tternaz; = 1
ochzy = 2. Om vi multiplicerar med: — 3 far vi ekvationen(z — 1) (z —2)(z —3) = 0
som har ytterligare en rat; = 3.

Pa samma&tt leder oftast division till attatter tappas bort. Ekvationert + 42 = 0
har otternaz; = 0 ochxz, = —4. Division medzx leder till ekvationen: + 4 = 0,
rotenz; = 0 tappas bort.

Det ar darfor extra viktigt att pova de erlina tterna i den givna ekvationen och,
naturligtvis, finka sig nogadr da man dividerar med en faktor som inidler den
obekanta.
Exempel. Vil dser ekvationen — 8 =0

T+ 2
Losning.Ekvationen multipliceras med + 2.

Rotterna till den nya ekvationer(z + 2) — 8 = 0 besims med kvadratkomplettering:
r(x42)—-8=0&1"+2z =8 2 +2r+1 =9 (z+1)* =9 & 11, = —14£3.

Rotternaar ;1 = 2 ochxzy = —4. Vi provar dessa i ursprungsekvationen och finner
att badaar korrekta. (Eftersom vi multiplicerade med+ 2 ar enda rijliga falska
roten—2. Kontrollen var logiskt setbverflodig men man br alltid kontrollera genom
insattning.) O

Vissa ekvationer, som innéher rottecken karbverforas till en andragradsekvation
genom att de &da leden kvadreras. Detta byggérait oma ochb ar positiva tal och
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b = /asaarb® = a. Notera att omb ar ett negativt tal och = —,/a sa ar ockf
b* = a. Den kvadrerade ekvationé@anha fler btteran den givna.

Exempel. Vil 0ser ekvationer/2z + 143 = .

Losning. Ekvationen kvadreras. Den nya ekvatiorian+ 143 = 22 skrivs om till
z? — 22 4+ 143 = 0.

Denna hartternaz, , = 1 ++/144 = 1 + 12.

Rotenz; = 13 &r rot till givna ekvationen eftesori2 - 12 + 143 = /169 = 13.
Daremotarz, = —11 en s.kfalsk rot /2 - (—11) + 143 = V121 = 11 # —11.
Denna falska rot edlls pa grund av kvadreringen oéh rot till ekvationen

V2zr + 143 = —x. U

Exempel. Vildser ekvationen + v/z2 + 5 = 2.
Losning. Ekvationen kan skrivag/z? + 5 = 2z — 1.

Kvadrering gerr? + 5 = (22 — 1) som utvecklas tilk? + 5 = 42? — 4z + 1, d.v.s.

3z2 — 4x — 4 = 0, som bses.

Man farz; = 2 ochz, = —2/3. Nu maste pévning ske genom irétning i den givna
ekvationen, ellehellregenom pdvning i ekvationen/xz? + 5 = 2z — 1, varvidendast
tecknet bebiver provas eftersomy® = p < ¢ = /p ellerqg = —/p:

ry =2gerhdogerled HL =27 —-1=2-2—1=4—-1=3> 0,4z, = 2 arenrot

till den givna ekvationen. & sakerhets skull kontrollerar \aven \anster led (vi kan
ju ha @knat fel):VL = 22 +5 = 4+ 5 = /9 = 3 vilket bekiftar attz;, = 2 ar

en rot till den givna ekvationen.

zy=-2/3gerHL =2-(—2) —1<0.Alltsdarz, = —2/3 en falsk rot.

Svar. Ekvationen har rotem; = 2. O

Flera olika typer av ekvationer, t.exafidegradsekvationer som saknar och z3-
termer, vissa ekvationer som inrédler rotuttryck och en del andra, kéwerforas till
andragradsekvationer meihhpligasubstitutioner

En fjardegradsekvation, som saknaroch z3-termer,az* 4 b2z? + ¢ = 0,
kan med substitutionem®> = » overforas till en andragradsekvatioorfz,
az’> +bz+c=0.

Om denna andragradsekvation har de posititernaz, ochz,, sa har den ursprungli-
ga fiardegradsekvationen de reelidternar, » = =,/z; ochas, = £,/2, ty z? = z.

Exempel. Vi | 6ser ekvationen* — 2022 + 64 = 0.
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Losning.Sattz? = z. Da fasz? — 20z + 64 = 0 med btterz; » = 10 £ /100 — 64 =
10 £ 6, d.v.s.z; = 16 ochz, = 4.

22 =z =16gerx; = 40chxy, = —4, 22 = 2, = 4 gerzz = 2 ocha, = —2.
Rotterna tillz* — 2022 + 64 = 0 ar4, —4, 2 och—2. O

Ibland ar det enklast attdlsa en ekvation som innakter rottecken med Bjp av en
substitution.

Exempel. Vil dser ekvationen + /x = 6.

. . o 0 . . 1 25 _1 j: 5
Losning.Satt/z = z. Dafasz? + 2z = 6 vars ptterar 219 = —5 T4/ — = ,

4 2
21 = 2, 29 = —3.
Vr=z=2=x=4,\/r =z = -3 arorimligt.
Den givna ekvationen har en enda rot- 4. O

2.3.1 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gdra prov 2a

2.3.1 Los ekvationerna

a) r+3=4-27" b) z+9271 =12 c) 34z 2=g"

2.3.2 L0s ekvationerna genom kvadrering

a) r—6=+r b) s+1=+vV224+5 ) z—2=+Vz?2—4x+5

d) 3+ Va2—6x+9=2z 9) Ve +1-vVr+6—2=3

e) r+2y/x =38 h) 2z +vVa2+z=1

f) Ve+132=12 ) vVe+3=+vVzr—-2++x—-5
2.3.3 L0s ekvationen

a) r*—-722+12=0 d) 242% =72+ 22*

b) 1225 — 7da? + 2t = 0

c) z*—22—-12=0 e) 6z =722 +3

2.3.4 L0os ekvationerna med substitution

a) r—6=+r b) x+6yz=1 C) r+2=3x
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2.4 Linjara ekvationssystem

Ibland har man flera ekvationer med flera obekanta, och marosal ékvationssyste-
met, dvs hitta alla &rden br de obekanta som uppfyller alla ekvationer samtidigt.

Nar man skall bsa ett &dant systemdrsoker man genonelimination skaffa sig en
ekvation, som endast innaler en obekant. Br man \al har bst denna kan maratta
in vardet i en av ursprungsekvationerna o@sd Hr den andra obekanta variabeln.

3r+2y=2>5

Tr+3y=1

Metod 1: (SubstitutionsmetoderMan kan isolerar i den forsta ekvationen ochéf
x = (5—2y)/3.

Nar man &tter in detta (substituerar) i den andra ekvatiord@mfan

Exempel. Los ekvationssystem{t

7(5—2y)/3+3y =1 <= 35— 14y + 9y = 3 <> 32 = 5y

och darmedy = 32/5 = 6,4 ochx = (5 — 2y)/3 = —13/5 = —2,6.
Metod 2: (AdditionsmetodenWultiplicera (for att eliminerar) de givha ekvationerna
med7 resp.(—3) och addera:
21z + 14y = 35
—2lz — 9y = -3
oYy = 32

Har far many = 32/5 = 6,4, som insatt i en av de givna ekvationerna (vilken som
helst) gerz = —13/5 = —2,6.

Svar:z = —2,6 ochy = 6,4
OBS:Man bor alltid kontrollera svaregenom in&ttning i de givna ekvationerna!l]

Anmarkning 1. | exemplet ovan @ller att:

3r+2y=>5 — 3r+2y=>5
Tr+3y=1 oYy = 32

dar det lbgra ekvationssystemattriangulart, d.v.s. koefficienternast = ochy bildar
en triangel. Nr ett systendr trianguéirt, 1 ar en av de obekanta redan eliminerad i
sista ekvationen gssystemeér forberett br 16sning.

Anmarkning 2. Det spelar ingen roll vilken av variablerna man eliminerarpsan

kan brja med den som leder till de enklaste uttryck. Variablerna kan ha andra namn
anz ochy, vilka som helst egentligen; ochv ar ganska vanliga. Man kan dessutom
utvidga metoderna till system m@ckller fler ekvationer (och eller fler variabler).
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Anmarkning 3. Geometriskt motsvarar den lénja ekvationemx + by = ¢ enrat
linje. (Harara, b, c fasta parameter och y variabler). Ett system av &sadana lingra
ekvationer motsvarar alisskarningspunkterna mellanawata linjer, och har drmed

e enlosning om deata linjernaar skérande
¢ ingenldsning om deata linjernaar parallella (och olika)

¢ oandligt manga bsningar om deata linjernasammanfaller

/

2.4.1 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 2b

2.4.1 L0os ekvationssystemen:

2z 4+ 3y =10 3z —2y =10 20 4+ 3y =2
a){2a:—y—6 b){$+y—5 C){7$+5y_—4
e)

d){3x—2y:3 {5x+y:3

9r — 6y =8 10z +2y =6

f){ 15s + 14t = 59 ){ 1/x+1/y=5/6
125 — 35t =1 1/x—1/y=1/6
6x + oy + z = 45 20 —y+2=20,1

h)d be+2y—2=23 )¢ z4+y—2=9,9
132 —Ty+2=6 3x + 2y + 8z = 30,4
a+2b+c=3 rT+2y+22=3

DS a—b+2c=2 Ky 3z +y+22=7
3a—2b+c=-3 dr+4y+z2=0

2.4.2 En person som tillfigades om silder svarade: "6r 9 ar sedan var jag6
ganger & gammal som min son, men on&eblir jag blott4 ganger & gammal.”
Hur gammal var han? (Du kan b@&ra rakna med halar).

2.5 Polynom, ekvationer av libgre grad, faktorsatsen, polynomdi-
vision

Vi ska nu titta lite (& polynom. Polynom be&t av en summa av termea formenaa™,
dar koefficienter: ar ett tal,potensem > 0 ett heltal (med andra ord ett naturligt

48



tal) samtz en variabel. Den dgsta potensen med koefficienten skild ifin 0 i ett
polynom kallas &r graden av polynome(istallet for z kan man érstas anénda en
annan variabel om marawill.)

Exempel. Nar vi loste andragradsekvationérlsade vi uttryck p formenz? + 3z + 1.
Dettaar ett polynom av grad 2. Uttrycket + 322 + x ar ett polynom av grad 4.

Daremotarinte uttryckenz? + z~! + 1 eller 2? + \/z + 1 nagra polynom & potensen
i den andra termen ini@ ett naturligt tal. O

Vi laterp(z) beteckna ett polynomVardet i en punkt: for polynometar p(a), dvs vi
ersatter helt enkelt: meda. Ett nollstalle till polynometar ett talb sadantp(b) = 0.

Exempel. Latp(z) = 2% + 3z + 2. Vardet i 2ar dAp(2) = 22 +3-2+2 = 12
ochvardeti-larp(—1) = (—=1)2 +3-(=1) + 2 = 0. Alltsad ar -1 ett nollsalle till
polynomet. O

Det finns ett viktigt samband mellan nobdien till ett polynom och faktorer till poly-
nomet. ljande satsér mycket viktig att beérska br att kunna arbeta med polynom:

Faktorsatsen Antag attp(z) ar ett polynom och ett tal. Daara ett nollstlle
till p(x), dvsp(a) = 0, om och endast om — « ar en faktor ip(z), dvs

p(z) = (z = a) - q(z),

dar ¢(z) ar ett polynom med grad ett mindé@p(x).

Exempel. Vi sag i exemplet ovan att -ar ett nollsélle till polynometp(z) = 2% +
3z + 2. Enligt faktorsatsen vet viatmed att

2+ 30 +2= (v~ (~1)) -q(z) = (z +1) - g(),

darq(z) ar ett polynom av grad 2-1=1. Alésar ¢(z) = kz + m for nagra talk ochm.
Vi kan rakna ut vad;(z) ar genom att utnyttja likheten

2243242 = (v+1)-q(x) = (2+1)(kx+m) = ka*+kr+mz+m = kx*+(k+m)z+m.

Genom att identifiera koefficienternarfz2 far vik = 1 och om vi identifierar konstan-
terna & far vim = 2. En extra kontroll &r man genom att man ser att koefficienterna
for x ar 3 respektivé: + m = 1 + 2 = 3. Alltsaar

2+ 3z +2=(z+1)(z+2),

och allt@xar ocks -2 ett nollslle till polynomet. (Eventuellt kanske du kunde listat ut
att det skulle vara just + 2 direkt i huvudet?) O
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Metoden som aréndes i exemplet att hitta den andra faktoan man knner en faktor
i ett polynom kallasdr kort division. Man kan alternativt aéwnda sig avdng division
med liggande stolen ungafsom or tal. Vi illustrerar de té& metoderna i ytterligare
ett exempel.

Exempel. Vi tittar pa tredjegradspolynomef — 9z + 10. Genom att testadsser vi
att 2 ar ett nollsélle till polynomet, ty2* — 9 -2 + 10 = 0. Darmed vet vi enligt
faktorsatsen att — 2 ar en faktor och att® — 9z + 10 = (x — 2)q(z), dar¢(z) ar ett
andragradspolynom.

Vi bestiammer brstq(x) med kort division. Vi har
2* — 92 +10 = (v — 2)(az® + bz + ¢) = az® + (—2a + b)z* + (—2b + c)x — 2c.

Koefficienten frambr 2® gera = 1 och konstanten geil0 = —2c sac = —5. Koeffici-
enten frambr 22 ger nu0 = —2a + b = —2 + b sab = 2. Kontroll med koefficienten
framfor x ger—9 = —2b + ¢ = —2 - 2 — 5 vilket stammer alldeles utarkt.

Vi utfor nu lang division med liggande stolenaHbesammer man successivt koeffi-
cienten br den ldgsta kvarvarande potensen.

X2 x24+2x x2+2x-5
x3-9x+10 | x-2 x3-9x+10 | x-2 x3-9x+10 | x-2 x3-9x+10 | x-2
-x2(x-2) -x2(x-2) -x2(x-2)
2x2-9x+10 2x2-9x+10 2x2-9%x+10

-2x(x-2) -2x(x-2)
-5x+10 -5x+10

-(-5)(x-2)

0

| forsta steget frigar vi oss hur l@anga ginger @r hogsta termeny, i namnaren i bgsta
termen i &ljaren dvse®. Jo den @r 2% ganger. Vi skriver dettéverst och subtraherar
sedanc?(x — 2) ifran @ljaren och &r2z? — 92+ 10. Nu fragar vi oss hur @anga @nger

gar hogsta termeny, i namnaren i bgsta termen i det soatersér av &ljaren dv2z2.

Jo den @r 2z ganger. Vi hgger till dettabverst och subtraherar sedan(x — 2) ifran
aterstoden awéjaren och &r —5z + 10. Nu fragar vi oss hur finga gnger @r hogsta
termen;, i namnaren i bgsta termen i det soatersér av éljaren dvs-5x. Jo den @r

—5 ganger. Vi hgger till dettabverst och subtraherar sedafn(z — 2) ifranaterstoden

av taljaren och &r 0. Darmed ser vi att resten blir O (det visste vi ju redan) och kvoten
blir 2 + 2z — 5. O

Faktorsatsen kan man amda br att forkorta uttryck som beat av en kvot av t& po-
lynom. For att forkorta ett @dant uttryck raste man hitta en gemensam faktor mellan
de tvd polynomen. Vi tittar a ett exempel.
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Exempel. Forkorta

l‘3—l'

x3 + 522 — 6x
sa langt det @r. Forst observerar vi att man kan bryta ut faktarnr bade #ljare och
namnare som vidrkortar bort. Kvar blir &

2 —1
22451 —6
Taljaren kan vi faktorisera meddip av konjugatregeln tillx — 1) (x+1). For att kolla
om ragon av dessa&ar faktorer i riamnaren& kollar viom 1 eller—1 ar ett nollsélle

till 22 + 52 — 6. Vi finner att 1ar ett nollsélle och faktoriserar (med kort division som
ovan)z? + 5z — 6 = (z — 1)(z + 6). Darmed kan viérkorta bortr — 1 och far till slut

z+1
x+6

vilket inte kan Brkortas mer.

Observera att det urspungliga och dikbrtade uttryckeér lika for allaxz utomz = 0
ochx = 1. For dessa t& varden & ju inte det ursprungliga uttrycket definierat, O

Vi sag i ett exempel ovan att om man visste ett nallsttill ett andragradspolynonés
kunde man med Bjp av faktoriseringd det andra nolléllet. For andragradspolynom

har vi ju redan en all@n metod dr att hitta nollséllen, men dr polynom av kagre grad

kan man ha stor nytta av denna observation. Antag att vi har ett tredjegradspolynom
p(x) som vi vill hitta alla nollsgllen till och att vi kanner till atta ar ett nollsélle. Da
arp(z) = (x—a)-q(z) darq(z) ar ett andragradspolynom. Ett no#ifie till p(z) ar nu

ett nollstlle till antingenz — a eller till ¢(z). Alltsa for att hittadvriga nollstllen till

p(z) & hittar vi nollstllena till andragradspolynometx) vilket vi vet hur man gr.

Exempel. Vi |6ser ekvationen® — 92 + 10 = 0. Vi sag i ett tidigare exempel att
23— 92+ 10 = (z — 2)(2? + 2z — 5), SA attz; = 2 ar en bsning och eventuellt andra
l6sningarar nollstllen till z2 + 22 — 5. Dessa hittar vi med formelrdf l6sningar till
andragradsekvationer:

o3 = —gi (;)2 —(-5)=-1%+6

Rotternaar alltfdz; = 2, 5 = —1 + v/6 ochay = —1 — /6. 0

Foljande resultat kan man ha nytta av. om man skaoka hitta ett nollsille till ett
polynom av grad 3 ellerdgre med heltalskoefficienter:

Antag att vi har ett polynom?® + cx? + bx + a dar alla koefficienteiar heltal. Om
x, ar ett heltal sonar ett nollsélle till polynomet & galler att konstanttermemar en
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multipel avz,. Med andra ord&ar varje heltalsnollgtle en delare till konstanttermen
a. Samma sakdler for polynoma™ + ... + bz + a av vilken gradn som helst.

Exempel. Vi tittar pa polynometz* + 23 — 722 — = + 6. Det har endast heltalsko-
efficienter & om det har agot heltal som nollglle sA maste det vara en delare fill
6. Mojliga nolls@llen blir alltsa {1, —1, 2, —2, 3, =3, 6, —6}. Om man testar dessa
tal & finner man att 4 av dei@r nollséllen ramligen{1, —1, 2, —3}. Vi kan allts
faktorisera polynomet som

42t T -2+ 6=(r—1)(z+1)(z - 2)(z +3). O

Om ett polynomp(z) har samma faktofz — a) tva ganger & siger man att; ar
endubbelrottill ekvationenp(z) = 0 (om den Brekommer tre gnger & kallas den
trippelrot osv).

Exempel. Los ekvationerfz? — 2z — 7)? = 0.

Losning: Forst lbses ekvationem? — 2x — 7 = 0, som har otternaz; , = 1 + 2/2.
Polynomet kan faktoriseras som

(2 =22 —7)? = (z — (1 +2v2))*(z — (1 — 2v2))?%,
sal + 2v/2 och1 + 2v/2 ar dubbelbtter. 0O

2.5.1 Ovningar Efter dessaar det |lampligt att gdra prov 2¢

2.5.1 Forenkla bljande kvoter mellan polynonadangt det @r.
2 —2x+1
a———
12+ 31 —4
x® —4dx
a——m———
xt — Tx? + 6x
2.5.2 Los Bljande ekvationer. Tips: De har minst en rot sanett heltal.
a)z® + 32> +x2=0
b)r? — 22?2 — 52 +6 =0
C)2x3 + 142® + 222 +4 =0
d) 6+ 322 —5x — 23 =0

2.5.3 Los ©ljande ekvationer. Ange onéigon av otternaar dubbelrot eller trippelrot.

a)(z—1)32=0
b)yz? —1=0
c)(z>—1)>=0

2.5.4 Faktoruppdeladljande polynom.
a)zr® — 222 —5x +6
b) 23 + 722 + 112 + 2
)6 + 32 — bx — 23
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3 Geometri

Detta kapitel handlar om analytisk geometri, speciéitarlinjens och cirkelns ekva-
tioner, samt trigonometri.

Grunden till den analytiska geometri som behandkasdn euklidisk geometri, vi in-
leder dcarfor med att precisera begrepp och formuledgna viktiga satser inom den
euklidiska geometrin.

3.1 Euklidisk geometri

Som tidigare ppekatsar det inte helt oproblematiskt att definiera begrepp som punk-
ter, rata linjer och plan. Vi raste ja oss med en intuitiv uppfattning och atfran att

alla har en gemensam inre bild av ett plan som har sin utbredniaglitvensioner och
saknar bedinsningar, d@ta linjer i detta plan vilka har sin utbredning i en dimension
ochar obegansade samt punkter som fyller planet men inte agon utbredning alls.

Grundantaganden i den euklidiska geome#iratt om man har & olika punkterP
och( i planet, & finns det exakt erét linje som @r genom dessa punkter. Har man
en tredje punkfz, som inte ligger g linjen, € finns det exakt erét linje genomR pa-
rallell med linjen genomP och . Detta senare kallas deuklidiska parallellaxiomet
ochar den av@rande skillnaden mellan euklidisk geometri ocke-euklidisk

Det ar praktiskt att ha vissa konvention@rérenskommelser om hur olika begrepp
betecknas.

| detta kapitel betecknas punkter med stora binkest A, B, C' osv. Medlinjen AB
menas linjen genom punkteraoch B. Medstralen AB menas den del av linjed B
som lirjar i A, genombperB och fortsatter obegiansatt det tallet. MedstrackanAB
menas den del av linjen som ligger melldroch B. Om inget annatags & avses med
AB strackanAB. Langden av séickanAB betecknagAB|. Om vi beldver enklare
beteckningardr langder & betecknas dessa medahboksaver,a, b, c 0sv.

Tva stalar eller stackor AB och AC bildar en vinkel med spets vid. Denna be-
tecknas/ A eller / BAC'. Stidlarna kallasinkelns benEgentligen ger de #vstalarna
upphov till tva vinklar, oftast en sorar mindrean ett halvt varv och en soar sbrre.

Om inget &rskilt papekas & avses den mindre av deitv

Storleken, natetalet, br Z A betecknas oftast ocksnedA eller, om dettaar opraktiskt,
med sn& boksaver,v, v1, u osv. Vi aterkommer i avsnitt 3.5 till vinkelétning.

Med A ABC menas triangeln meddn A, B ochC.

Da tva linjer skar varandra i en punkd bildas fyra vinklar. T\a som har ett vinkelben
gemensamt, dessa kallsigpplementvinklaeller sidovinklar, och tv& som inte har ett
gemensamt ben, dessa kaNastikalvinklar. Vi far de t& supplementvinklarna ocks
om vi later en stile AC utga fran en punkt4 pa en linjeAB. Om en vinkefr lika stor
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som sin supplementvinke&sager vi att vinkelrar rat. En rat vinkel ar en fardedels
varv. Beroende § hur man anger vinklars storlék den &ta vinkelnZ radianer eller

90 grader.

supplementvinklar vertikalvinklar

Tvavinklar,Z BAC ochZB’'A'C’, ar lika stora om man kan flytta, vrida och eventuellt

spegla (@nda)/B’A'C’ sa att A’ faller pa A, vinkelbenetA’ B’ faller pa vinkelbenet
AB och vinkelbenetd'C’ faller pa vinkelbenetAC'.

Med denna definitiondijer direkt att summan av dedwsupplementvinklarna alltidr
tva rata vinklar och att vertikalvinklar alltidr lika stora.

En av de brsta geometrisatser maarflara sig i skolarar foljande sats.
Sats: Vinkelsumman i alla trianglaér tva rata (180°).

Ofta ges @Agon relativt enkel motivering,agot experiment eller liknande som skall
Overtyga om sanningshalten i satsen. dywvinns det ingen enkel och korrekt motive-
ring och inget experiment som kan visa satsen. Bregkvivalent med parallellaxiomet
och beviset raste ut@ fran detta.

3.1.1 Kongruens och likformighet

For alla resonemang om geomedrikongruens- och likformighetsbegreppen viktiga.

Man sager att t@ trianglarAABC och AA’B’'C’ ar kongruentaom man genom att
flytta, vrida och eventuelltanda (spegla) den ena kantornenA och A’, B och B’
samtC' ochC” att sammanfalla. . (Notera att ordning@&nasentlig.)

Med detta och axiomen som @ggspunkt kan man bevisa de olikalksllade kongru-
ensfallen dr trianglar.

Forsta kongruensfallet: sida - vinkel - sidaOm t\& sidor och mellanliggande vinkel
i tva trianglar ar lika sa ar trianglarna kongruenta.

| figuren ovan: Onb = V', ¢ = ¢ ochZA = /A’ sdar trianglarna kongruenta.
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Andra kongruensfallet: sida - sida - sidaOm té trianglars sidorar lika sa ar tri-
anglarna kongruenta.

| figuren ovan: Onu = o/, b = I/ ochc = ¢ saar trianglarna kongruenta.

Tredje kongruensfallet: vinkel - sida -vinkel Om t& vinklar och mellanliggande
sidaar lika i tva trianglar s ar trianglarna kongruenta.

| figuren ovan: Onv A = £/ A, /B = /B’ ochc = ¢ saar trianglarna kongruenta.
Anm: Eftersom vi vet att vinkelsumman i alla triangkartva rata & masteZC = 2ZC’
om de t\d andra vinklarnar lika. Darfor gar det lika bra onu = o’ ellerb = v'.

Likformighet Man kallar t\& trianglarA ABC och A A’ B'C" likformiga om

AB AC BC
LA= LA, /B =/B,/C=/C ochiggr = 15gh = 5o

Den viktigaste satsen om likformiga triangkartopptriangelsatsen

Cc

| triangeln ovarar DE parallell medBC'. TriangeInAADE ar entopptriangeli den
storre triangelnM\ABC.

Topptriangelsatsensager @ att de ta trianglarnaA ADE och A ABC ar likformiga.
Denna satsr det nog att att tro @, men derar faktiskt riktigt s\ar att bevisa. Man
maste ha en bra definition dnje sa att punkterna varje linje motsvarar de reella
talen. Dessutom kommer det ingps\ardesresonemang. T§w ryms detta inte i en
sommarmattekurs.

De olika kongruensfallen har sina motsvarande likformighetsfall som bevisas genom
att man visar att den mindre av dettrianglarnaar kongruent med en topptriangel i
den sbrre.
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Forsta likformighetsfallet: (sida - vinkel - sida) Om de®f trianglarnaA ABC' och
ANA'B'C" galler att/A = LA ochg = g sa ar trianglarna likformiga.

Andra likformighetsfallet: (sida - sida - sida) Om debf trianglarnaA ABC' och
NA'B'C" géller att% = g = g saar trianglarna likformiga.

Tredje likformighetsfallet: (vinkel - vinkel) Om det &r trianglarnaA ABC' och
AA'B'C' galler att/A = /A’ och/B = /B’ saar trianglarna likformiga.

Exempel.

| vidstaende figuar ZABC och ZADB C
rata vinklar. Efterson’ A ar gemensam
for trianglarnaAABC och AADB ar
dessa ta trianglar likformiga enligt tred-
je likformighetsfallet. R samma &tt vi-
sas att trianglarn& ABC ochABDC ar
likformiga A B

3.1.2 Pythagoras sats

Pythagoras satar, eller borde vara,alkand or de flesta i @r kultur. Fa resultat om
nagot inom matematiken har eimigre historia. Dedr dokumenterat att satsen varkl
redan av babyloniern@f 3500ar sedaraven om dendtt sitt namn efter en grekisk
matematiker Pythagoras, som verkadeda 250Cr sedan.

En formulering av satsedr:

Summan av areorna av kvadraterna (soidr)st
pa kateterna i en atvinklig triangelar samma
som arean av kvadraten (son@stpa hypote-
nusan. ¢

Med denna formuleringr vidséende figur me-
ningsfull.

[SENY

En mer algebraisk formulering av satsen ges
ocksa av figuren: 2
Om langderna av kateterna i eratvinklig tri-
angelar a respektivé och hypotenusanshgd
arcsaara® + b = 2.
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Ett klassiskt bevisdr Pythagoras sat ettpusselbevisom bygger p just areatolk-
ningen av satsen. & beviset byggerdar att en kvadrat med sidoraa b kan fyllas
med kvadrater och triangladplika satt.

Konstruera drst en kvadratd BC'D med sidar + b. A
Avsatt punkterE pa AB, F paBC, G paCD ochH

pa DA sa att|AE| = |BF| = |CG| = |DH| = b.
TrianglarnaAAEH, ABFE, ACGF ochADHG

ar alla kongruenta med den ursprungliga triangeln (s- H
v-S). Hypotenusaar darfor c.

Saledesar fyrhorningenE F'G H liksidig med sidare.
Dessutom har vi att vinkelsummamAEH ar tva

rata. Eftersom en av vinklarréa rat a4 ar summan av

de spetsiga vinklarna eatrvinkel. Darfor maste/F

vara @at. Samma gller dedvriga tornen i EFGH.
Alltssaar EFGH en kvadrat med sidan

Konstruera sedan en ny kvadrat3C'D med sidan
a + b. Avsatt punkter] pa AB, J pa AD, K pa
BC och L pa DC sa att|AI| = |AJ| = |BK| =
|IDL| = a. StrackornalL och JK delar in kvadra-
ten ABC D ifyra delar. Alla vinklar som uppkommer
ar rata. Av dettadljer att fyrhorningarnaAl M J och
KCLM ar kvadrater med sidornarespektiveh och
att fyrnorningarnal BK M och M LDJ ar rektanglar
med sidorna ochb. DiagonalernaBM och M D de-
lar dessa rektanglar i trianglar s@nkongruenta med
den givna triangeln.

Genom att subtrahera de fyra trianglarnas areor kvadratenst BC D area finner vi
atta® + b = 2.

D

L C

En annan formulering av satsen lyder:

| alla ratvinkliga trianglarar forhallandet mellan de & kateternag ochb, och hypo-
tenusarnc sadant atta® + b? = 2.

Denna formulering leder till ett annat, minst lika klassiskt, betirsshtsen.
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Kalla triangelns brn A, B ochC dar ZC ar rat.

Drag hojden fAnC. Denna skr AB i D.

De tre trianglarna AABC, AACD och A
ACBD ar likformiga eftersom de har lika
vinklar.

Av likformigheten Bljer (bland annat) att b Ne
b d a e 2 4
- =-o0ch-=- c

c b c a

Multiplicera den brsta ekvationen meig ¢ och

den andra med - ¢. Da erlalls A

b>»’=d-cocha®>=c¢c-c.

Geometriskt kan detta tolkas som att kvadra® d a
ten med sidas har samma area som rektangein

BDEH och kvadraten med sidahar samma © ° 0 € Pe B
area som rektangelADFE1.

Addera likheterna, utnyttjafst distributiva lagen och seddnt- e = ¢ sa erlls:
ad+b=c-ct+d-c=(e+d) c=c

3.2 Trianglar och trigonometri

Detar naturligtvis \alkant for alla lasare att talet definierassom frhallandet mellan
en cirkels omkrets och dess diamete I8 langt har vi egentligen endast talat om
langd av stickor men vi kommer senare i detta kapitel, se 3.5 att ta apgd av
cirkelbagar.

3.2.1 Vinkelmatning

| detta avsnitt definierar vi helt enkeltatetalet &r c
en vinkel ZA som %, dar s ar langden av en cir-

kelbage BC med centrum A da B ochC ar cirkelns

skarningspunkter med vinkelbenen oghar cirkelns

radie. A< v

Eftersom alla cirkla@r likformigaar denna kvot obe- R
roende av cirkelns radie. Man kanaBet valja att de-

finiera vinkelns natt som &ngden av cirkelagenBC B
da radierar 1.

58



| huvudsak anander man radianer som enhet vid vinkatmng i matematiken. Men
just inom geometrér det vanligare med grader. Vinkelsumman i en triaggel eller

180°. En rat vinkelérg eller90°. De spetsiga vinklarna i en likberétvinklig triangel
ér% eller45°. En liksidig triangel har vinklarnag eller60°.

Sambandet mellan dedstten att ange en vinkels storlek ges av

o

1° = T radianer och 1 radian=

~ 57, 3°
180 T ’

3.2.2 Trigonometri

Betrakta nu ta ratvinkliga trianglar AABC och "
AAB'C'med LA = v, LC = ZC'" = 7/2 och
/B = /B'" = w/2 — v. Hypotenusornasahgder

ar |AB| = coch|A'B'| = (. Kateternasdngder ¢ a a
ar |BC| = a och|B'C'| = o« samt|AC| = b och ‘ b
|A'C'| =V c c
o . . . . . a b c
Eftersom de ta trianglarnaar likformiga caller det att— = it
a C
) / b b/ /
Men c& foljer det attt =2, 2-Zochl-_2
c c b v

Dessa tre kvoter beror alliendast av vinkeln och vi karbra foljande definitioner:

) a motstende katet b  narliggande katet
SInNy = — = , COSU=—-= ocC
c hypotenusa c hypotenusa
a  motstiende katet
tanv = - = —/— .
b narliggande katet

Av definitionerna dljer det att

a=c-sinv, b=c-cosv, a=b-tanv

Det foljer ocksa direkt av definitionerna asinusochtangengor en vinkelv, sin v och
tan v, 0kar omv dkar, mencosinus cos v, minskar.
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Eftersom/B = g — v sa caller det att

1muv

och

™ . . ™
COS <§ — U) = simao, S (5 — U) = Cos v, tanv =

(3 )
an|{——v ) =
2 tan v

COS v

. 1 ; b
Den sista kvoter—— kallascotangengor v, cotv = —.
tanv a

Sats: Trigonometriska ettan
For alla vinklar0 < v < 7 ar

sin?v + cos®v =1

Bevis:Med beteckningar som i definition@msin v = ¢ ochcosv = -.
C C

O s 2 b 2 2 b2 2
Daarsin?v +costo = (£) 4 (2) = L0 = {Pythagoras sajs= — = 1.
c c c? c?

Anmarkning: Vi kommer att definierain v ochcos v for vinklar som intear spetsiga
langre fram i kapitlet. Trigonometriska ettaaligr aven dessa vinklar.

Vi harleder nu @rdena ér sinv, cosv och tanwv dawv arar en spetsig vinkel i en

likbent, ratvinklig triangel eller i en halv liksidig triangel dvsad ar%, % eIIerg.

Pythagoras sats ger ossatt /2 ochb = /3.

Vidarearu = z, v = T ochw = Z_
4 3 6
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Definitionerna ger ossadfoljande \arden:

v 6 | 1| 3
sinv % \/Li \/73
CcoS v ‘/75 \/Li %
tanv \/Lg 1 \/5

3.2.3 Ovningar

3.2.1 Hur manga grader och radianar

a) 1/2varv b) 1/8 varv c) 1/3varv

d) 1/6 varv e) 3/4varv f) 7/6 varv

3.2.2 Omvandla till radianer:

a) 90° b) 30° c) 45° d) 270°
e) 18° f) 150° g) 110°

3.2.3 Omvandla till grader:
a) 3w b) w/2 c) 3r/4 d) 57/12

3.2.4 Berakna hngden av periferéigen i en cirkelsektor med

a) centrumvinkelry = 60° och radienk = 2 (langdenheter)

b) v =150° ochR =5 c) v=300°0ochR =4/3.
3.2.5 Bestim vinklen mellan t& (rarliggande) sidor i en regelbunden

a) 6-hrning b) 5-torning c) n-horning.

Ledning: Vinkelsumman i en triangét 180° = = (radianer).
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3.2.6 Bestim vardet av

a) 2si T T ot~

sin — - cos — - cot —

6 6 3
7r 7r T T

b) sin— -cos— — cos = - sin —
3 6 3 6
C) (sin60° + sin45°)(cos 30° — cos 45°)
d) (tan60° —tan45°)/(1 + tan60° - tan 45°).

3.2.7 Solvera (bestm alla sidor och vinklar)dljande atvinkliga trianglar (beteck-
ningar enligt figur):
a) c=4,0ochA = 35°
b) a:B,OOChA:g
Cc) a=2,00che=3,0 a
d) a=2,0 ochb=3,0
e) b=5,00chB = 55°.

3.2.8 Bestim (for 0 < v < g)

a) coswv ochtanwv, omsinv = 3/5, [Ledning: Rita en triangel med = 3 och
c=15]

b) cosv ochtanv, omsinv = 2/3
C) sinv ochtanwv, omcosv = 1/3
d) sinv ochtanwv, omcosv = 0,4
e) sinv ochcosv, omtanv = 1/2
f) sinwv ochcosv, omtanv = 24/7

g) sinv ochcosv, omcotv = 0,7

3.3 Koordinatsystem

Analytisk geometri handlar om ekvationeirfatt beskriva geometriska objektaH
skall vi enbart studeraata linjens ekvation och cirkeln ekvation samt grunderna till
trigonometrin. Grunden till det hekr koordinatsystem

Ett koordinatsystem beamt av t\a linjer som skr varandra undeit vinkel i en punkt.
Oftast ritar man ena linjen horisontellt, den kalisskissanoch den andra linjeor-
dinatanritas vertikalt. Deras skningspunkt kallasrigo. Abskissa och ordinata kallas
koordinatsystemetxlar. Givetvis kan koordinatsystem vridas om marbaskar, men

i detta kapitel Rller vi oss till horisontell abskissa.
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De tva koordinataxlarndr tallinjer. Origo motsvarar taleb pa bade abskissa och
ordinata, punkterna tilldger @ abskissan och upppa ordinatan motsvarar positiva
tal, de till vanster och neit motsvarar negativa tal. Om punktBrmotsvarar talet sa
ar|a| = avstindet mellan origo och punkten

Varje punkt i planet kan nu tilldelas ko-
ordinater(a, b) genom att vi drar en linje

genom punkten parallell med abskissan.

Denna linje skr abskissan i en punkt som
motsvarat talet.. Drag ock& en linje pa- Abskissa ‘
rallell med ordinatan. Denna &kordina- a
tan i punkten som motsvarar

Ganska ofta ardander man variablerna
ochy for koordinaterna, Abskissan kallas Ordineta
da z-axeln och ordinatap-axeln.

Vi har sdledes att varje punkt i planet motsvarar exakt ett par av reella tal och var-
je sadant par motsvarar exakt en punkt i planeardr sager vi att planetr R? =
{(z,y) : z € Rochy € R},

De tva koordinataxlarna delar in planet i fyra delaradranter Dessa numreras moturs
med lbrjan i forsta kvadrantenat bAdez- ochy-koordinaterér positiva. | andra kva-
drantenar z < 0 ochy > 0. | tredje ar bada negativa och idirdear z > 0 och

y <0.

Da koordinatsystemet har vinkéta,ortogonalg axlar och avstnden @ axlarna mot-
svarar absolutbeloppen av talen kallas koordinatsysterta@iormerateller cartesiskt
efter den franske matematikern Descartes med latinska namnet Cartesius (1596-1650).

Betrakta nu té punkter i planetzy, ;)
och(zs,y,). Dessar horn i en aAtvinklig
triangel med (x1,y,) som det tredje
hornet. De ta kateternasangderar ca d.
w1 — 22| OCh|y; — yal. T |
Pythagoras sats ger oss nu att hypotenu-

sanshngdér\/|x1 —x2|2+ ly1 — 22| X
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Eftersom avstndet fn en punkt till en annair langden av séickan mellan punkterna
kan avsindet mellar{zy,y;) och(x, y,) beraknas medvstndsformeln

d= /(22— 1)+ (Y2 — y1)?

3.3.1 Ovningar

3.3.1 Bestim avsandet mellan

a) (—6,0)ochorigo c) (2,2)och(—3,2) e) (—2,5) och (—4,8).
b) origo och(2, 3) d) (2,-2) och(—4,6) (Rita figur!)

3.3.2 Bestim en punkt py-axeln, som ligger likadngt fan punkterna
a) (—3,2)och(4,1) b) (—2,1)och(4,5) (Rita figur!)
3.3.3 Bestim laget br en liksidig triangels tredjedrn da tva av tornen ligger i

a) (—1,—1)och(3,1). b) (2,3) och(—1,0).

3.4 Ratalinjens ekvation

Betrakta brst en linje parallell med:-

axeln i ett cartesiskt koordinatsysteiRi. y
Eftersom alla punktergdenna linje har
sammay-koordinat och alla punkter med
dennay-koordinat ligger g linjen, kan vi

beskriva linjen som{(z,y) : y = b}. Vi y=b
sager att ekvationep = b ar ekvationen
for en @&t linje parallell medy-axeln.

Pa sammadttarx = a ekvationen ér en
rat linje parallell mede-axeln.

Vi skall nu Harleda ekvationerd linjer som intear parallella med agon av koordina-
taxlarna och brjar med en linje. som gr genom origo ochagon punk{a, b) i forsta
kvadranten.

X=a
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Lat (x,y) vara en godtycklig punktdL y
medz > 0. Vi har da tva ratvinkliga tri-
anglar med ett&rn i origo och ett a lin-
jen. Dessa t& trianglarar likformiga ef-

tersom de har lika vinklar. & foljer det (x.y)

b (T N b (ab)
att— = = vilketgery = kx dark = —. ‘ ‘

a Xz a i
(Konstantenk kallas riktningskoefficient ‘ X X
for linjen.) a

Om punkten(z,y) ligger pa linjen menz < 0 ochy < 0, A caller som ovan att
2 — 7Y vilket ocksa gery = kx.

a —X

Med ett motsvarande resonemang ser man att linjer genom origo och en panéei fj
kvadranten har en ekvatign= kz, dark < 0.

Betrakta nu enat linje som skr y-axeln

dar y = m. Dennaar parallell med en
linje genom origo och riktningskoeffici-
ent k. For punkten(z,y — m) galler & |
atty —m = kx. T (xy-m)
Linjen genom(0, m) har alltsh ekvationen
y = kx + m. X

(x.y

y=kx

X

Exempel. Vi skall visa den s.kenpunktsformetnekvationen ér en @t linje, somar
parallell med linjeny = kz och car genom emgiven punk{zg, yo) ar

Y — Yo Zk(x—%)-

Losning. Ekvationeny — yo = k(x — zo) kan skrivas om tilly = kxz + m darm =
Yo — kxo. Alltsa ar det ekvationendh en @t linje parallell med linjeny = k.

Dessutom gller det att inattning ave = x, ochy = 1, ger0 i bade \Anster och tiger
led av ekvationen. Bxfor ary — yo = k(z — o) ekvationendr en linje genonizo, yo).
O

Exempel. En rat linje, som @r genomtva givna punkter(z, ;) och (zs, ), har

ekvationeny — y; = 270 (xr — z;). Dettaar den s.ktvapunktsformelrfor rata
To — T

linjen.
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Losning. Eftersom linjen @r genom (x,%,)

(.I'l,yl) OCh (l’g,yg), dé.rxl 75 To, Sé kan !
riktningskoefficienteberaknas: Y-y
=270 *.3,) ;

L2 — T T T ‘
Tilampa nu enpunktsformeln med A
(ro,90) = (x1,71) SA ertalls den #kta
ekvationen. X

O

Vi har harlett tre typer av ekvationedf rata linjer. Delst = «, delsy = b och dels
y = kx + m. Alla dessa kan skrivadz + By + C' = 0 somar denallmanna formen
for rata linjens ekvation. Till skillnad &n de andra skriatenar inte ekvationemz +
By + C = 0 entydigt besaimd. Badex + 2y + 3 = 0 och2x + 4y +6 = 0 ar ekvationer
for en och samma linje. Man talaédor hellre omen ekvatiorfor den &ata linjen i
stallet for ekvationerfor linjen.

Om A = 0, menB # 0 sa fas en linje,y = —C/B, parallell medz-axeln, om
B =0, A#0enlinje,x = —C/A parallell medy-axeln och omA # 0, B # 0 en rat
A

linje som skr bAda axlarna. Riktningskoefficieriifdenna linjear 5

Tva linjer Az + Byy + C; = 0 och Ayz + Byy + Cy = 0 arparallellaom och endast
om riktningskoefficienternar lika dvs. omk; = —A,/B; ochky, = — A,/ B, ar lika
elleromB; = By = 0.
Exempel. Bestim en ekvationdr rata linjen genom punktern@, 4) och(—1, 3).

Yo — U1 3—4 —1 1

Losning.Riktningskoefficienterk = = = — = —,
g g To — X1 —1-2 -3 3

op 1i - . 1 10
Med enpunktsformelngs linjens ekvationy — 4 = §(‘T —2),dvs.y = % + 3 eller

: 1 L :
x—3y+10 = 0. [Alternativt: y —3 = §<x+ 1), som naturligtvis ger samma ekvation].
Svar:x — 3y + 10 = 0.

OBS: detar en god vana att kontrollerakningarna genom att visa att de givna punk-
terna satisfierar den etina ekvationen! O

Exempel. Sok skarningspunkten mellan linjerrga: + 4y — 6 = 0 och2x +y —5 = 0.

Losning. En punkt ligger @ en linje om punktens koordinater satisfierar linjens ekva-
tion. Punkten ligger @ bAda linjerna om punktens koordinater satisfieguadekvatio-
nerna, alltd om koordinaternar en bsning till ekvationssystemet med détinjernas
ekvationer.
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Vi har ekvationssystem{t
som ger
x=14/5=2,80chy = (6 — 3x)/4 = —0,6.

[Eller: Andra ekvationen gey = 5 — 2z, som insatt i dendrsta ekvationen ge¥z +
4(5 —2z) = 6 0.8.V.].

Svar: Skarningspunkteir (2, 8, —0, 6). (Rita figur!) OJ

3x—|—4y:6@ 3r+4y =6 o 3v+4y =6
20 +y =95 8r + 4y = 20 DT =14,

En rat linje, som skr en annan giverat linje vinkel@att, kallasnormal till den givna
linjen.

Av vidstaende figur fram@r att om man
vrider linjeny = kx en fat vinkel moturs,
sa kommer punkter{a,b) att hamna p

(—b,a). Av detta Dljer att normalen ge-

nom origo till linjeny = kx har riktnings- (bahfa 4
koefficientenib. N\ ;

b : —1 - | x
Eftersomk = — har vi attib = / 4

a J—

. . R o _1 . .. . . .- .
Normalens riktningskoefficiear alltsa - om den givna linjens riktningskoefficient
ark.
OBS: Rata linjenax + by = ¢; har normalerz — ay = cs.

Exempel. Besim en ekvationdr linjen, som @r genom(2, —1) och ar normal till
3x 4+ 2y + 2 = 0 [OBS: Punkten2, —1) ligger utandr den givna linjen].

Ldsning. Den givna linjen, vars ekvation kan skrivas= —3x/2 — 1, har riktningsko-
efficientenk; = —3/2. Normalens riktningskoefficierér darfor ky = —1/k; = 2/3

: 2
och normalens ekvatioy.+ 1 = g(a: —2),dvs.2z — 3y — 7= 0. O
3.4.1 Ovningar

3.4.1 Bestim en ekvationdr rata linjen genom

a) origo med riktningskoefficientey 3
b) (2,1) med riktningskoefficienten =2/3
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c) (—2,3) parallell medz-axeln d) (—2,3) parallell medy-axeln.

(Rita figurer?!)
3.4.2 Bestim en ekvationdr rata linjen genom punkterna (rita figur!):
a) (1,1)och(2,3) b) (—2,3)ochorigo c) (—1,0) och origo
d) (—2,1)och(2/3,1/3) e) (4/3,—1/5)och(3/7,2/9)
f) (—2/7,—3/23) och(—2/7,8/69).
3.4.3 SOk skarningspunkterna mellan linjerna (rita figur!)

a) 2r+3y—6=00chz+y—1=0
b) 2x+3y=00chx —2y+2=0

c) 2z — 3y — 6 =0o0ch4zr — 6y = 36
d 3x+2y—4=00ch6x+4y =8

3.4.4 Visa att oma # 0 ochb # 0 sa har denéta linjen genom punkterna, 0) och
)

(0,b) ekvationen” + ¥ = 1.
a b

3.4.5 Bestim en ekvationdr linjen genom punkterna:

a) (2,0)och(0,—4) b) (0,3)och(1,0) c) (0,1)och(0,0).

(rita figurer?)

3.4.6 Bestim en ekvationdr normalen till linjen

a) 2z + 5y =01iorigo b) 3y —x =4ipunkten(—1,1)

c) 5z + 9y = 0 fran punkter(2,3) d) x = 4y + 1 fran origo.

(Rita figurer?)

3.5 Cirkelns ekvation

En cirkel besdr av alla punkter i ett plan som har ett kst avsand,cirkelns radie
till en beséimd punktgcirkelns medelpunldller centrum
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Ekvationen dr encirkel medradien R och me-
delpunkter(zo, yo) &r (v — z0)* + (y — 0)* =
R

Detta Bljer direkt av avsindsformeln.
Speciellt:2? + y?> = R? ar ekvationendr en
cirkel medradien R ochmedelpunktenorigo.

Exempel. Angiv den geometriska betydelsen av ekvationen
> +2x+y*—3y=3
Losning:Ekvationen kan (genom kvadratkomplettering) skrivas

3 3 3 3 5
P21yt =2 Doyt (5) =34 14 (5)  dvs. e+ 1)’ 4+ (- 5) = (),
vilket betyder en cirkel med medelpunkt1, %) och radieg. (Rita figur!) O

3.5.1 Cirkelns omkrets och area

Det vi kan nataar langd av stickor. For att mata andra kurvor @ste vi approximera
kurvan med ett antal korta gitkor mellan punkter @ kurvan. Ju fler punkter dess
battre approximation. Kurvanghgdar grans\ardet br dessa approximationer.

Da det gller att beakna cirkelns angdar det enklast att ufgfran regelbundna-
horningar med brn pa cirkeln. $ gjorde redan Arkimedes.

Man delar inn-hdrningen i trianglar med spets i cirkelns
medelpunkt och béknar basensahgd. Om man @rjar
med en regelbundesthorning, som har baseR och sedan
fordubblar antaletdrn gang @& gang, & kan man beikna
basensdngd med Pythagoras sats. Detaljerna i déttanas
till | &saren.

Om cirkelradienar 1 s har6-horningen omkretsefi. Eftersomr definierats & att
cirkelomkretserar 27 sa far man armevardet 3 tillz. Inte sa bra, men det bélvs inte
sa manga brdubblingar av antaletdin for att man skalld riktigt bra varde @ . For
att fa de miljontals decimaler som r@u beshmda kévs emellertid helt annan teknik.

En intressant observation man kairg i figuren ovarar att trianglarna ocksdelar
in cirkelskivan i delar vars area vi kan ldémna. Om basen i varje triangét L och
hojdenh saar arearl - h/2. Hojdenar i det rarmaste samma som cirkelns radié b
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summerar alla triangelareornarfvi ungeér cirkelns omkrets multiplicerad meg)/2.
Eftersom omkretsear2 - R - 7 far vi arean tillr - R2. Detar alltsasamméforhallande
mellan cirkelns omkrets och diametern som det mellan cirkelns area och arean av en
kvadrat med radien som sida. Detta Ujagitte ocka Arkimedes.

3.5.2 Cirklar och linjer

En linje som skr cirkeln kan gra det i en eller t& punkter. Om dedr tva skarningspunkter,
A och B sa bildar stackanAB enkordatill cirkeln.. Om linjen skar cirkeln i endast
en punkt,A, s sager vi att linjentangerarcirkeln och att4 ar tangeringspunkten.

Av symmetriskl ar linjen genom cirkelns medelpunkt och en purkpa periferin
normaltill cirkelns tangent iA.

Exempel. Vi besiammer ekvationendt tangenten i punktefl, 2) till cirkeln med
medelpunki2, —1) och radiey/10.

Losning. Cirkelns ekvatiorér (z — 2)? + (y + 1)* = 10. Insattning av(z,y) = (1,2)
gerVL =(1-2)*+(2+1)* = (-1)*+3? = 1+ 9 = 10 vilket visar att(1, 2) ligger
pa cirkeln.

Normalen till cirkeln genont1,2) gar ockst genom medelpunktei, —1).

I - 2— (-1 3
Riktningskoefficient &r normalerar% == —3.
I L . 1 1
Riktningskoefficient dr tangenterar c&——g =3
Tangentens ekvation dilts med enpunktsformely: — 2 = %(m — 1) vilket skrivs om
till y = 32+ S ellerz — 3y +5=0. O

Exempel. Vi besimmer skrningspunkterna mellan cirklarad + 4z + 3? — 2y = 8
ochz? + 9z + y? — 3y = 10.

Losning. Skarningspunktear losningar till ekvationssystemet
> +4o+ y? -2y = 8
>+ 92+ y* -3y = 10

Subtraheradrsta ekvationen &m den andra. ®ertalls:

22+ 4z +y* -2y 8
T -y = 2

LOs uty och satt in i forsta ekvationen:

22 + 4o+ (bx —2)2 —2(bz—2) = 8
y = dr—2
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Den forsta ekvationendrenklas:262? — 26x = 0 med Bsningarnar = 0 som ger

y = —2 ochz = 1 som gery = 3. Insattning av punkternas koordinater i cirklarnas
ekvationer visar att&da punkterna liggergpbada cirklarna. Detir en god vana att
gora sxdan kontroll.

Svar: Skarningspunkternar (0, —2) och(1, 3). O

En cirkels ekvatiorar beshmd, om vi kinner medelpunkt och radie, afltsm vi kanner
detre storheterna, 1y, och R. Detta betyder atre av varandra oberoende villkor helt
bestimmer en cirkel. T.ex. genom tre givna punkter, som ej liggatlimje, gar en och
endast en cirkel.

Exempel. Vi bestmmer ekvationerdf cirkeln som @r genom de tre punkterra, 2),
(2,—4) och(—2,0).

Losning. Kalla medelpunkteria, b) och radienk.
Cirkelns ekvatiorar (z — a)? + (y — b)* = R2.
De tre punkterna ger tre ekvationer:

2—aP+ (2-b)? = R
(2—a)?+ (—d—b? = R?
(—2—a)*+ (0-0)?* = R?

Utveckla kvadraterna och subtrahetasta ekvationen &n dedvriga.

a’? —4a+4+ b —4b+4 = R?
126 +12 = 0
8a+ 4 —4 = 0

Den andra ekvationen ger hu= —1 som insatt i tredje get = 1. Dessa @rden ger i
forsta ekvatione®® = /10.

Svar: Cirkelns ekvatiorar (z — 1)% + (y + 1)? = 10.

Som tidigare kontrollerar man att de givna punkterna satisfierar défireatekvatio-
nen. [

3.5.3 Ovningar Efter dessaar det |ampligt att gora prov 3a

3.5.1 Bestim en ekvationdr cirkeln med dljande medelpunkt och radie:

a) origo;R =9 b) (2,-3);R=7 c) (—6,0);R=2,5
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3.5.2 Ge en ekvationdr en cirkel, som har medelpunktén 1, 3) och gar genom
a) origo b) (1,1) c) (7,0)
3.5.3 Ange den geometriska betydelsen av ekvationen
a) 2 +y*-3=0 b) 22 +y?—4y=>5
c) 202 +2y> —4x+3y =0 d) 22+ +4r—y+4=0
e) 36x2 + 36y% — 362 + 48y = 39.
3.5.4 Sok skarningspunkterna mellan cirkeln 22 + 4z + y? — 2y = 8 och rata linjen
a) br—y—2=0 b) 20 —3y—6=0 C) dx—y—6=0
3.5.5 Ge en ekvationdr en cirkel, som §r genom
a) (1,-3),(=3,1)och(=5,—-1) b) (6,7),(—3,4) och(—18,—1)

c) (1,6) och(—3,—2) och har medelpunktgy-axeln.

3.6 Trigonometri
3.6.1 De trigonometriska funktionerna for godtyckliga vinklar

| avsnitt 3.2 beskrev vi hur manater en vinkel meddngden av en cirkelime. Det-
ta skall vi utnyttja nu ®r att definierasin v, coswv, tanwv och cotv for godtyckliga
vinklar.

| ett zy-planar origo,O, medelpunkt i enhetscirkel®® + y> = 1. Punkten(1,0) ar
cirkelns skrningspunkt med positiva-axeln.

Latv vara en vinkeD < v < 27. TagQ pa cirkeln € attv = ZPOQ. Det finns ta
mojliga val for Q (om intev = 7). Q skall valjas s att cirkelthgenP(Q med Angdv
ligger helt eller delvis i drsta kvadranten.

Ett praktiskt stt att inka om dettér att BtaO P vara en visare, vridbar kring. Da
visaren vrids vinkelny motursgenombéper visarens spets cirkélgen medangdo.

Det finns en stordrdel med detta sy@ast. Vi kan tatnka oss att visaren vrids man
ett varv och ata vinkeln varadngden av den genoiipta cirkellagen. Vinklar kan &
vara sbrre an 2. Dessa har intedhgre gon geometrisk motsvarighet. Den punkt
som motsvarar vinkeldr ar (0,1) eftersom® = 27 + Z. Visaren vrids ett och ett
kvarts varv.
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Vinklarna%r och? motsvaras agamma punkmenar olika vinklar.
Om visaren vridsnedursar vinkeln negativ. Vinkeln-2* motvaras ock& av (0, 1).

<

(x,y)=(cosv, sinv)
En forsta observation vi kantga ar att om ;
0 <v < ZsdarQ = (cosv,sinv). Denna isinv
observation ligger till grunddr den allnanna v X
definitionen av de trigonometriska funktioner- oy
nas \arden br godtyckliga vinklar.

Definition: LatQ = (x,y) motsvara vinkeln enligt ovan. har
cosv=ux, sinv=y, tanv=% omz#0 och cotv= > omy #£0

For vinklar v sddana att: = 0 ar tan v odefinierat. Br vinklar v sddana att
y = 0 arcot v odefinierat.

Eftersom erbkning eller minskning aw med27 motsvarar en vridning av "visaren”
OP ett helt varv mot- eller medur$fer det att

sinv = sin(v + 27) =sin(v +n-27) dar n =heltal
cosv = cos(v + 2m) = cos(v +n-27) dar n =heltal

Exempel. Vi besémmersin ( — %ﬂ) Losning. —%ﬂ = % — 2, varforsin (— —) =

sin (7 — 2m) = sin 7 = sin45° = 1/ 0

Av definitionerna dljer direkt, att
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sin?v + cos?v = 1, trigonometriska ettan

—1 <sinv <1, dvs. |sinv| <1

for alla vinklar v

—1<cosv <1, dvs. |cosv| <1 forallavinklarv

tanv =

cotv =

sin v 1
COS v cotwv
COS v 1

sin v tan v

Genom att begimma den punkt som motsvarar en viss vinkel kan madlgntie:

v 0 g T 37” 21
sinv 0 1 0 —1 0
cosv 1 0 —1 0 1
tanv 0 odefinierat 0 odefinierat 0
cotv | odefinierat 0 odefinierat 0 odefinierat

Eftersonsin v = y arsin v positivfor vinklar i forsta och andra kvadranten aokgativ

i tredje och farde. Liknande regle@s or cos v, tan v ochcot v:

sinv

cosv

cotv

Exempel. Vi besmmersin v, omcosv = 1/4 och3n/2 < v < 27.

Losning. | fjarde kvadranteir sin v negativt, varbr trigonometriska ettagin® v +
cos?v = 1 ger

sinv = —/1 —cos?v = —/1 — (1/4)2 = —/15/4.

3.6.2 Nagra enkla formler, som sammantanger med speglingar

Antag att punkteria, b) pa enhetscirkeln svarar mot vinkelndvs. atta = cosv och
b = sinwv. ((a,b) ar en godtycklig punkt @ cirkeln. Vi ritar den &r enkelhets skull i

forsta kvadranten).
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Speglar mara, b) i z-axeln hamnar man i punktén, —b)
med vinkeln(—v).

Alltsaar cos(—v) = a = cosv och

sin(—v) = —b = —sinw

tan(—v) = =2 = — tanv ochcot(—v) = % = — cotv.

Spegelpunkten til{a, b) m.a.p.y-axelnar (—a, b) med vin-

keln (7 — v).

Daarcos(m —v) = —a = — cosv Och

sin(m —v) = b =sinw.

Som ovantan(—v) = — tanv ochcot(—v) = — cotv

Spegelpunkten tilla,b) m.a.p. linjeny = x ar (b, a) med
vinkeln (g —v).

Daarcos(5 —v) = b =sinv,
sin(f —v) = a = coswv,

2
tan(§ —v) = § = cosv/sinv = cot v och
cot(Z —v) =L = tanw.

Spegling ava, b) i origo ger(—a, —b) med vinkeln(v + ).

Man far cos(v+7) = —a = —cosv ochsin(v+ ) =
—a = —sinv, samttan(v +7) = =2 = 2 = tanv och
cot(v 4+ m) = cotw
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Vi sammanfattar formlerna, som aBtggller for godtyckliga vinklar:

sin(—v) = —sinwv tan(—v) = —tanv
cos(—v) = cos v cot(—v) = —cotv
sin(r —v) = sinv tan(m —v) = —tanwv
cos(m —v) = —cosw cot(m —v) = —cotw
sin(m/2 — v) = coswv tan(m/2 —v) = cotw
cos(m/2 —v) = sinwv cot(m/2 —v) = tanwv
sin(v 4+ m) = —sinv tan(v + 7) = tanv
cos(v + ) = —cos v cot(v + m) = cotv

Kommentar: Detar vardefullt att splv kunna farleda formlerna med &ip av figurer
i stallet for att sh upp dem. Dear ocks vardefullt att kunna dem utantill.

Exempel. Besimsin %ﬂ
Ldsning. Vinkeln 57/6 = 150° = 180° — 30° = = — «/6 ligger i andra kvadranten.
(Rita figur!).

Sambandetin(m — v) = sinv gersin(57/6) = sin(m — 7/6) = sin7/6 = sin 30° =
1/2. O

Exempel. Bestimsin v ochcos v, omtanv = —3/2 och—7/2 < v < 0.
Losning. Metod 1.

Rita en halptriangel medan v = 3/2 och0 < u < 7/2. Triangeln bebver inte vara
skalenlig, derar endast ett 8d for kalkylerna.

Pythagoras sats ger= v/13.
Daarsinu = 3/v/13 ochcosu = 2//13. °

Av formlerna ovan dljer attsin v = 4 sinu ochcosv = =+ cos u.
| fjarde kvadrante@rsin v < 0 ochcosv > 0. A : c
Alltsdarsinv = —3/v/13 ochcosv = 2/+/13.

Metod 2:Anvand formelntan v = sin v/ cos v samt "trigonometriska ettan”:

__ sinv __ 3 : _ 3 _
{ tanv = 2ot ——% :>{ sinv = —5 cosv :>{ cosv = +2/4/13

COS U
.2 2. 9 .2 2, _ S
sin“ v + cos“v = 7 008*v +cosv =1 sinv = F3/v/13
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Eftersomcos v > 0 ochsinv < 0 i fjarde kvadrantenaf vi foljande
Svar:sinv = —3/4v/13  ochcosv = 2/+/13. O

3.6.3 Snedvinkliga trianglar. Areasatsen. Sinus- och cosinusteoremen.

En vinkel mellar) och? kallasspetsignedan en vinkel mella§ ochr kallastrubbig.
| triangeln nedan till @nsterar B trubbig, i den ldgraar B spetsig.

En triangel har antingen tre spetsiga vinklar, den kaltasmktsvinklig, eller en trubbig
och tva spetsiga@den kallas trubbvinklig, eller eiatrvinkel cd den som bekant kallas
ratvinklig.

Ganska ofta beror kalkyler eller resonema@agm triangelrar spets-, t-, eller trubb-
vinklig. Det ar darfor viktigt att Overtyga sig om att gsienden etcar allmangiltiga
och inte bara @ller t.ex. spetsvinkliga trianglar.

For att illustrera detta inleder vi med

Areasatsen:For entriangels areal” galler

T_b-c-sinA_a-c-sinB_a-b-sinC’
B 2 n 2 n 2

dvs. arearar halva produkten av &sidors &ngder och sinusf mellanliggande vin-
kel.

For att bevisa areasatsen konstaterar vi att arean av en trianggsen hojden /2 |
bada trianglarna ovaar basefAC| = b. PunktenF" ar fotpunkt till ibjden som kan
beidknas @ tva satt. Delsar h = ¢ - sin A, menh kan aven beaknas med Klp av
a ochC'. | den trubbvinkliga triangeltar h = a - sin(m — C), i den spetsvinkligaar
h=a-sinC.

Mensin(r — C') = sin C. Alltsa galler h = « - sin C'i bada trianglarna.
b-c-sinA  b-a-sinC

Vi har da att7 =
2 2
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Givetvis kan mandta de ta triangelldrnen A och B byta roll vilket innelér att det
” . a-c-sinB y .
aven @ller att7T = — och satsefdr bevisad.

Om arearil” multipliceras mea och divideras medbc erhalls foljande sats.

Sinusteoremet ) _ )
sinA _ sinB  sinC

a b c

Anmarkning: Sinusteoremetdler naturligtvisaven br ratvinkliga trianglar. (Visa
detta!)

Exempel. Solvera en triangel med= 7,0, b = 5,5 och B = 40°.

. . 7,0 7,0
Losning: Sinusteoremet gefin A = % -sin B = 5’—5 - 8in40° =~ 5’—5 - 0,643 ~

0,818. Ekvationensin A ~ 0,818 har ldsningarA; ~ 54,9° (spetsig vinkel) och
Ay = 180° — Ay &~ 125, 1° (trubbig vinkel). [tysin Ay = sin(180° — A;) = sin A4].

Fall 1: A; ~ 54,9° ger vinkeInC; = 180° — B — A; =~ 85,1°. Med sinusteoremet

sinC; sings,1° L. 0,996 o

sinB 77 sin40° 77 0,643 7 7

Fall 2: Ay ~ 125,1° ger vinkelInC; = 180° — B — A, ~ 14,9°, och sidanc, =
b-sinCy/sin B~ 5,5-sin14,9°/sin40° ~ 5,5 - 0,257/0, 643 ~ 2, 2.

fas sidanc; = b -

Svar: A; =~ 54,9°, C =~ 85,1°, ¢; = 8,5 eller
Ay~ 125,1°, Cy & 14,9, ¢y & 2, 2. O

Vi skall nu harledacosinusteoremefor en triangel (med beteckningar enligtégaende
figur):

Lat|AC| =boch|CF| = p.Daarp = a-cos(r — C) = —a - cos C omC' ar trubbig
ochp = a- cosC omC ar spetsig. | Bda fallenar |[AF| = b — a - cos C.

Pythagoras’ sats §pde ta deltrianglarna) ger,dsle é C ar trubbig och d C ar spet-
sig:a? = h? + p* = h* + (a - cos C')? och

A =h*+(b—a-cosC)? = h*+ (a-cosC)?+b*—2ab-cos C = a* +b* —2ab-cos C
Vi har saledes visat
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Cosinusteoremet:
A =a%>+b*—2ab-cosC

Anmarking: OmC = 90° fasc? = a? + b? dvs. Pythagoras’ sats.

3.6.4 Additions- och subtraktionsformler for de trigonometriska funktionerna

OBS: | allmanhetar sin(u + v) €] lika medsinu + sinv. T.ex.u = v = 30° ger
sin(u+v) = sin 60° = v/3/2 medarsinu +sinv = 2-sin30° = 2-0,5 = 1 # /3/2.

Istallet galler foljande formler (som ocksar bra atkunna utantil):

sin(u 4+ v) = sinw - cosv + cosu - sinv
sin(u — v) = sinu - cosv — cosu - sinv

cos(u + v) = cosu - cosv — sinw - sinw
cos(u —v) = cosu - cosv +sinu - sinw

__ _tanu+tanv
tan(u + U) " l—tanu-tanv

tanu—tanwv

tan(u - U) ~ T+tanu-tano

Vi visar forst formeln br cos(u — v):

Tag punkterP = (z1,y;) ochQ = (zq,42) pa
enhetscirkeln&att(z, y1) = (cosu, sinu) och
(x2,y2) = (cos v, sinwv).

(cos v, sin v)

Daarz? +y? =1ochal + 42 =1

Tillampa cosinusteoremei riangelnAOPQ.  (cosu.sinw/o—
Detgerd*> =12 +12—2-1-1-cos(u — v).
Med avsandsformelndis ock&

d® = (11— 12)* + (Y1 — 2)* =

22 — 21120 + 23+ Y — 2100 + Y3 =

(21 +yi) + (23 +93) — 2(z1 - 22+ Y1 - 2) =
1+1—2(cosu-cosv+sinu-sinv).
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En jamforelse av de t& uttrycken &r d? ger2 —2-1-1 - cos(u —v) = 2 — 2(cosu -
cos v + sinu - sinv) vilket forenklas till formeln &r cos(u — v).

Formeln Br cos(u—v) kan sedan utnyttja®f att bevisa dévriga formlerna. Vidmnar
detaljerna till hsaren och ger endast en fingervisning till hur det kianag)

cos(u + v) = cos(u — (—v)]), Anvand formlernadr cos(—v) ochsin(—wv).
sin(u 4+ v) = cos (% — (u+v)) = cos ((5 —u) — v).
sin(u — v). Samma i@ som br cos(u — v)

tan(u+v) = 2. Utveckla med formlernad sin(u+v) ochcos(u+v), dividera

taljare och amnare medos u - cosv

tan(u — v). Samma i@ som r cos(u — v)
Exempel. Berdknasin 75° exakt.

' . L. o __ o o\ __ 3 z z — Q] E_ E E. 1 Z
Losnlngjl_n75 —3111(45\/—1_— 30°) —SlIl<4 + 6) sin 7 - cos +cos sin

1 3 1 1 3+1
S :(\/5—}—1)\/5/4:(\/64—\/5)/4. O

V2 2 V2 2 2V2

Formler f6r dubbla vinkeln

Genom att attau, = v i summa formlernadr man direkt formlerdr dubbla vinkeln.

sin2u = 2-sinu-cosu
2tanu
tan2u = ———

1 —tan®u
cos2u = cos?u —sinu
cos2u = 2cos?u—1
cos2u = 1—2sin’u

De tre sistadljer avcos 2u = cos(u+u) = cosu-cosu—sinu-sinu = cos® u—sin? v,

som med trigonometriska ettan kan skrivas2u = cos? u—(1—cos? u) = 2 cos? u—1

ellercos2u = cos?u — sinu = 1 — sin®u — sin®u = 1 — 2sin? u.
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3.6.5 Ovningar Efter dessaar det |ampligt att gora prov 3b

3.6.1 | vilken kvadrant ligger vinkeln a7 /4  b)500° ¢) —200°

d)1000° €)27r/4 f) —1007/3  g) —10000°?
3.6.2 Bestim @)cos 137 b)sin(—137/2) ¢)sin(137/3) d)cos(137/6)

e)tan(1377) f) tan(1377/4).

3.6.3Visaatta)1/cos’v =1+ tan?v| b)|1/sin*v =1+ cot’v

3.6.4 Bestimcos v, om a)sinv = 1/3, (v i forsta kvadranten)

b) sinv = —2/5, (v ifjarde kvadranten) @&nv =2/3
3.6.5 Bestimsinv, om @)cosv = —0,6;7/2 <v <7 Db)cosv =0,4
3.6.6 Bestimtan v om a)sinv = 1/4, (v i andra kvadranten)
b) cosv = 0,3 (v ifjarde kvadranten) @nv =-0,5 d)cosv =2/9

3.6.7 Bestimsin v ochcosv, om a)tanv = 2,7 < v < 37/2

b)tanv = —1/3,7/2 <v<m C)tanv=-5 d)cotv=—2.

3.6.8 Beséim a)sin(—%) b) cos(—g) C) sin(—%) d) tan(—%) e)sin ?ZTW
2m L T N T . 117
f) cos 3 0) sm(E) h) tan(E) i) sm(z) )i cot(T).
3.6.9 Solvera en triangel (med beteckningar enligt figur ovagj, &)a = 7,2, b =
4,5
ochA =58,3° b)b=41,6,c=63,50chB = 28,5° C)a = 15,6,c =
11,6

ochC =31,2° d)a=20,4, b="5,10chB = 40, 1°.
3.6.10 Solvera en triangel med a)= 17,0 ochb = 8,0 samtC = 39, 5°

b)b=3,90chc=28,1samtA =117, 1°

C)a = 57,2 0chec = 16,4 samtB = 22, 7°.

3.6.11 Berakna arean av en triangel med @)= 5,0 ochh = 7,0 (1.enh.) samt
C =60°

b)a =4,00chc=6,0samtB =40° c¢)b=c=3,0samtA = 110°.
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3.6.12 Berakna exakt ayos 75°  b) tan(b7/12) ¢)sin15° d)cos(w/12)

e)sin 105° ) cos(77/12).

3.6.13 Bestimtan(u + v), om a)tanu = 1/2 ochtanv = 1/3 b) tanu = 4 och
tanv = —2/3.

3.6.14 Bestimcos(u + v), om a)cosu = 1/3, cosv = 1/4 (u ochv i forsta kvadran-
ten)

b) cosu = 0,8, cosv = 0,6 (u i fjarde ochv i forsta kvadranten)

c)cosu = 1/5 0chcosv = 2/5.

3.6.15 Harled liknande formlerdr sin 3u, cos 3u ochtan 3u.
[Ledning:Skriv 3u = u + 2u].

4 Funktioner

Begreppet funktion har duakert sbtt pa i gymnasiets kurser i matematik, fysik och
kemi. Dar lar man sig (@rmodligen) att en funktioar en regeldr att till ett eller flera
tal ordna exakt ett tal. Exempelds funktionenf(z) = = + 2 den regel som till varje
tal z ordnar taletr + 2 sa att t exf(4) = 6 och f(v/2) = /2 + 2. Ett annat exempel
ar funktionenh(a,b) = a + b + 4 som till varje talpar(a,b) ordnar taleta + b + 4,

sa att t exh(0,0) = 4 ochh(4.3,7.2) = 15.5. (Notera att de specifika boksternar,

a ochb ar oviktiga, dvs funktionerf i exemplet ovan kan precis likeagna anges via
f(c) = *ellerviaf(r) = r* etc ochh kan lika garna anges Via(j,q) = j + q + 4.)

Vi ska har inteandra & gymnasiets tolkning av funktionsbegreppet, men vi ska g
det en aning mer allémt.

4.1 Funktionsbegreppet, grafbegreppet, inverser
4.1.1 Funktionsbegreppet

Den allm&nna definitionen av funktionsbegreppet

En funktion f fran nmangdenA till mangdenB ar en regel som till varje ele-
menta € A ordnar ett entydigt elemerfa) € B.
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Lite 16st sagt: Man stoppar in ett elemerdtritd i f och far ut ett element B. Att f ar
en funktion fan A till B skrivs pa symbolisk form som

f:A— B.
Om man vill beteckna vad sonahder med ett elementkan man skriva
a— f(a)

vilket utlases som attd‘avbildas @ f (a)”. En illustration till funktionsbegreppet finns
i figur 1.

A f B
N
=

Figur 1: En illustration av funktionsbegreppet: Punkteing = ochz i A avbildas @
punkternaf(a), f(t), f(z) respektivef(z) i B.

MangdenA kallas r f’s definitionsnangdeller definitionsomade medan rangden
B kallas fr f's malmangd OmC ar en delnangd avA satter man

fF(C)=A{f(z) :z e C},
dvs f(C) ar mangden av alla wjliga varden avf(z) om z far valjas fritt i C. Man

kallar f(C) for bilden avC'. Mangdenf(A), dvs bilden av hela definitionsingden,
kallas or f’s vardenmangd

Exempel. Lat A vara nangden av alla Sveriges 349 riksdagsled@nochB vara
mangden av Sveriges 290 kommuner. Bnkbar funktiong : A — B ar ca att kta

g(x) vara den kommunat riksdagledamoten ar (alternativt senast var) folkbakfd.
Dettaar en OK definition d varje ledamoér folkbokford (eller har varit folkbokbrd
senast) i exakt en svensk kommun. Vi har t ex (i skrivande stund) att g(“Maud Olofs-
son”)="Robertsfors”. \Ardenangden blir alla de kommuner i vilken det finns (eller
senast var) en riksdagsledamot folkhiarkf.

Daremotar t exh : A — B medh(x) den kommun dr riksdagledamoten ager en
fastighetinte nagon funktion, eftersom det inter s att varje ledamaiger fastighet i
exakt 1 kommun (vissager ingen och vissager i fleran 1 kommun). O
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4.1.2 Grafen till en funktion

Ett satt att illustrera en funktio@r att rita desgraf. Formellt definieras grafen till en
funktion f : A — B som néangden{(z, f(z)) : € A}. Man bildar allté alla ndjliga
par av \arden i definitionsrangden och dess funktiorénde.

Exempel.Lat A = {Lena,Moa,Jaméaloch at funktionenf : A — R ges av att
f(Leng = 164, f(Moa) = 176 och f(Jama] = 179 (de tre personernagngd i

centimeter). @ar f(A) = {164,176, 179}. | figur 2 finns f’s graf utritad. O
f(x)
A
180+ P
176+ o
172+
168+
164+ [ )
160+
Lena Moa Joma =X

Figur 2: Grafen till funktionen given av Lenas, Moas och Janiaigtl.

Exempel.Latf : R — Rochg : R — R ges avf(z) = x + 5 ochg(x) = 22 — 1.
Daar f(R) = R medang(R) = [—1, o). Delar av de Ada funktionernas grafer finns
i figur 3 0J

4.1.3 Invers funktion

En viktig egenskap som en funktion kandwzatt olika element alltid avbildasmwlika
element. Mer precist onf : A — B sa ska det glla att oma, € A, as € A och
ay # ay SAAr f(ay) # f(az). En funktion med denna egenskamyss varanjektiv.

Exempel. Funktionenh : R — R medh(x) = z? arinte injektiv ty t exarh(1) =
h(—-1) = 1.

Funktioneng : R — R medg(z) = = + 2 ar injektiv ty funktionens @rde \axer hela
tiden chx okar s den antar inte sammaénde t\& ganger.

Betrakta funktionen vi hade tidigare i ett exempér dl var mangden av alla Sve-
riges 349 riksdagsledaiter och B var mangden av Sveriges 290 kommuner med
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16

Figur 3: Delar av graferna till funktionerng&(z) = = + 5 ochg(z) = 2? — 1.

g : A — B darg(z) ar den kommun &@r riksdagledamoten ar (alternativt senast
var) folkbokford. Dennar garanterainte injektiv, ty det finns fler ledardteran kom-
muner & minst en av kommunernaaste ha mean 1 representant i riksdagen. O

Antag att funktioner : A — B ar injektiv och vi vet atth(x) = b for nagotb € B.

Eftersom funktionerar injektiv s vet vi att det finns bara eft som ar sadant att
h(z) = b. Detta kan vi @ra for allab som ligger i \ardenangdenh(A). Vi kan alltsa
definiera en funktion

Rt : h(A) — Amedh !(y) = x omh(z) = ¥.

Denna funktion kallasdr inversertill funktionen k och betecknas som ovan med'.
Med ord kan managa att inversenh ! tar funktionswardena till4 tillbaka till deras
ursprung (figur 4 illustrerar).

Observera att ddiara ar injektiva funktioner som har invers. Ofitz,) = f(z2) =y
medz, # z, sa kan man ju inte aviya om en eventuell invers skulle gaill =, eller
Zo.

Exempel. Funktioneng : R — R medg(x) = z + 2 ar injektiv <4 den har en
invers. Fr att hitta dennadter viy = g(x) = x + 2 och lbser sedan ut och vi far
r =y — 2= g !(y) enligt definitionen ovan. ¥rden&ngden ay ar alla reella tal &
g~ ! ar definierad ér alla reella tal &

g ':R—Rmedg (y) =y —2.

Funktionenf : R — R medf(x) = 22 ar inte injektiv & den saknar invers.
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Figur 4: Inversen till en funktion.

Daremotar h : [0,00) — R medh(z) = z? injektiv, ty denna waxer hela tiden och
kommer inte att anta sammande meran 1 gang. Likheteny = h(z) = z? ger
z = ,/y = h™'(y). Detta kan vi gra eftersom: > 0, sa vi kan uteslutadsningen

x:—\/@. O

4.1.4 Sammanéattning av funktioner

Antag attf ar en funktion fan A till B och attg ar en funktion fan B till nagon tredje
mangdC, dvs det som “kommer ut” &n f gar att “stoppa in” ig. Man kan ¢ bilda
en ny funktionh fran A till C' genom attdr varjexr € A satta

Funktionenh kallas ©or sammanattningenav f ochg och man skriveh = g o f, dvs
man hargo f : A — C. Se figur 5.

A B C

h(2)=g(f())

Figur 5: Den sammansatta funktionkn= g o f.

Exempel. Betrakta funktionen vi hade tidigare i ett exempal dl var mangden av
alla Sveriges 349 riksdagsledatar ochB var mangden av Sveriges 290 kommuner
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medf : A — B dar f(x) a den kommun &@r riksdagledariten = ar (alternativt
senast var) folkbokfrd. Latg : B — N vara funktionen som definieras av ati) ar
antalet imanare i kommunen vid arsskiftet 2007/2008. Vi tittardpsammarittningen
h = g o f. Om man startar med en riksdagsledamsé ar f(x) dennes kommun och
g(f(x)) denna kommuns irdnarantal. Brmedar h(z) = g o f(z) = g(f(x)) inget
annatan antalet in&inare i riksdagsledamoterns kommun. O

Detar viktigt att observera atto f och f o g i regelar olika saker. Dedr ju inte sikert
att f o g ens existerar bar#éf attgo f existerar; det &nger @ om ut@ngen tillg passar
ihop med in@ngen till f, dvs omA = C. | det allmanna fallet @ller inte detta & det
ska snarare betraktas som undariagegel attven f o g existerarAven om kade
fogochgo f existerar &ar de i allmanhet olika.

Exempel. | exemplet ovan med kommuner och riksdagsledemar inte f o g defi-
nierat, ty ut fén g kommer det naturliga tal och dessa kan man inte stoppd fior f
vill ju ha riksdagsledariter.

Betrakta funktionerng : R — R medf(z) = 22 ochg : R — R medg(z) = = + 2.
Har bade f o g ochg o f definierade @ det hela tiderar reella tal sonaker in och ut
(och funktionerna tifiter vilka reella tal som helst som #mde). Daremotar de inte
lika:
fog(z) = fg(x)) = flz +2) = (x+2)* =2 + 4w + 4
men
go f(z) = g(f(z)) = g(a®) = 2” + 2.
O

Lat f vara en funktion med invers~! och latz ochy vara @ddana aty = f(z) (och
darmedarz = f~1(y)). Da galler att

fofy)=f(fy) =flx)=yochf o fz)=f(f(z)) = f(y) =
Alltsa aller att sammargtningarnaf o f ~! och f~!o f bada returnerar precis det man
stoppar in. En funktiorh som bara returnerar det man stoppar in, AvsA — A
medh(z) = x, kallas Hr identitetsfunktionepa A. Med andra ord &ar alltsa sam-

mangttningarna av en funktion med dess invers alltid identitetsfunktigireespek-
tive definitionsnangd.

Exempel. Betrakta funktionery : [0, c0) — [0, 00) med f(z) = 2%, Denna har som
vi sett tidigare inverserf~! : [0,00) — [0,00) med f~!(z) = y/z. Om vi satter
samman demasfar vi precis som antat

frof(@)=f(fx)=f"})=Va2=|z| =2
(ty z > 0) och
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4.15 Reellafunktioner

De funktioner sonar viktigast i den Ar kurserarreella funktioneydvs funktioner som
har definitionsrangd och ralmangd sondr (delmangd till) de reella talen. | resten av
avsnitten i det br kapitlet kommer vi att systematiské ggenom ett antal olika typer
av reella funktioner.

Det finns ragra egenskaper soan intressanta och specifikarfreella funktioner. De
vi ska titta @ har ar vaxande/avtagande och uddain.

Begreppen &xande/avtagande avser hur funktionémdena varierar & variabelns
vardeokar. Vi har Bljande definitioner:

Lat A och B vara twa delmangder till de reella talen. En funktiof{z) : A —
B sages vara

e vaxandeom f(y) > f(x) day > .
e strangt\axandeom f(y) > f(x) day > .
e avtagandeom f(y) < f(z) day > z.

e strangt avtagandem f(y) < f(z) day > .

En funktion somar stiéngt vdxande (avtagandé per definition automatiskt ocks
vaxande (avtagande). En funktion s@mnstiangt \vaxande eller séngt avtagandéar

alltid injektiv, eftersom den hela tidef vaxande argument antar ny@ése (mindre)
varden.

Exempel. Vi hade i ett exempel tidigare funktiongn: R — R medg(z) = = + 2.
Dennaar sténgt \axande, ty onx < y darg(z) =z +2 <y +2 = g(y).

Funktionenf : R — R med f(z) = z? ar varken vaxande eller avtagande, ty t ex
har vi—1 > —2 och f(—1) < f(—2), men2 > 1 och f(2) > f(1). Daremotar
den stangt avtagandedpintervallet(—oo, 0] och sedan séngt \axande g intervallet
[0,00). Om vi alltsa satter f; : (—oo0,0] — R och f5 : [0,00) — R med f,(z) = 22
och fo(z) = x? saar f; strangt avtagande ocfy strangt vaxande. Det enda vi gjorde
var alltsa attandra definitionsiangden. O

Harnast ska vi inbra begreppen udda ocmn funktion som handlar om relationen
mellan f(a) och f(—a). Vi har foljande definitioner:
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Lat A och B vara tva deln@éngder till de reella talen. En funktiof(z) : A —
B sages vara

e jamnom f(z) = f(—x) for allaz € A.
e uddaom f(z) = —f(—=x) for allaz € A.

Observera att det kws attA ar symmetrisk, dvs att om € A sa maste ocka
(—a) € A.

Exempel. | figur 6 finns grafen till funktionerna som ges #Mz) = 23 och fo(z) =
x?. Funktionenf, (z) ar udda eftersom

fi(=2) = (=2)’ = =(2°) = = fi(x),
och funktionenfs(x) ar jamn eftersom
fo(z) = (=2)* = 2% = fo(x),

Geometriskt br grafen & betyder amn att grafen ser likadan ut om den speglas i
axeln och udda betyder att grafen ser likadan ut om den speglas i origo.

Figur 6: Centrala delen av grafen fiz) = z3 (heldragen) oclf;(x) = 2 (streckad).

O

4.1.6 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 4a

4.1.1 Avgor om foljande reella funktionear (sténgt) avtagande, ($tngt) \vaxande,
injektiva, respektive udda elleanna. Om funktioneir injektiv 2 besam in-
versen.
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a)a:R—-R, a(z) ==z
b)b: R\ {0} = R, b(z) = %
C)c:R—R, ¢(z) = 2%+ 2z
dyd:{zeR:2>0} >R, d(z)=2*+1
e)e:R—R, e(x)=a3+1

4.1.2Latf: R — Rochg: R — Rvarata reella funktioner givha afi(z) = 2% — 1

1 .
ochg(z) = N Besim sammarétningarnaf o f, f o g, go f ochgo g.

x?’

4.2 Polynom

Ett viktigt exempel @ funktionerar polynom(funktioner)Vi har tidigare tittat @ po-
lynom och ett polynom

flz) =aa" + ...+ a1z + ag

kan man se som en funktioh: R — R. Med andra ord & kan man alltid &tta in
vilket reellt tal som helst och ut kommer ett reellt tal.

Exempel. Andragradspolynomef(z) = x* + 4z — 10 kan vi kvadratkomplettera och
vifar f(z) = (z + 2)* — 14. Fran en kvadratkomplettering kan man sedisalut det
mesta man karankas vilja veta om polynomet som funktion. Naikena blirz; =
—24+/14 ochzy = —2—+/14. Det minsta @rdet som funktionen antar .z +2 = 0
dvsz = —2 (eftersom(z +2)? > 0) och vardetar da f(—2) = —14. Narz blir mycket
stort eller mycket negativésvaxer funktionen obe@nsat och kommeratmed att anta
alla varden sonar strrean eller lika med -14. ¥rdenangden till funktionerar alltsa
alla reella tal iféin -14 och upgt, dvs intervallef—14, oo). Centrala delen av grafen
finns i figur 7. Man ser de #vnollstillena, minimumet och attmz blir stort eller litet
sa tycks dendrsvinna uppt.

80t
60
40+

20¢

-10 \f\i/ 5

Figur 7: Centrala delen av grafen av andragradspolyngifaet= z? + 4z — 10 ]
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Exempel. Vi tar en titt p& polynometf(x)

= (x =3)(x+3)(z — 1)(z +2) =

x4 23 — 1122 — 9+ 18 somar av grad 4 och har fyra stycken olika (reella) nallEn.

Centrala delen av grafen finns i figur 4.

2. Man ser de fyra ridl&sta och ar x blir

stort eller litet & tycks dendrsvinna uppt. For varden somar mycket positiva eller

mycket negativar det alltid den term me

dyst potens som dominerar. | détrtallet

ar detz* som dominerar och denna har positiv koefficient (1) ghngrad vilket gor
att funktionen @r mot @éndligheten i Bdaandarna. \ardenangden till funktionerar
alla reella tal ifén ca -21 (minimumetaraz = 2) och uppat.

80t
60}

40¢

-

<2

-20¢

Figur 8: Centrala delen av grafen agurfjle
fl@)=(z=3)(z+3)(z—-1)(z+2) ==

Exempel. Vi tittar nu pd polynometf(x)

W 4

gradspolynomet
Y4’ — 1122 — 92 + 18
O

= (22 +3)(x —1)(2* - 2) = 6 — 62 —

2?2 + 23 — 2* + 2° somar av grad 5 och har tre stycken olika (reella) néllsn

(vilka?). Centrala delen av grafen finns

20t
15¢

i figur 4.2. Man ser de tre atiélsia och ar

N

-10¢}
-15¢F

Figur 9: Centrala delen av grafen av femtegradspolynomet

flx)= (2> +3)(x —1)(2? —2) =6 — 6z

— 24—t 4+ ab

x blir stort forsvinner den upgt och rér z blir litet forsvinner den neiat. Detar z° som

9
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dominerar och denna har positiv koefficient (1) acldagrad vilket gr att funktionen
gar mot minus andligheten respektiveandligheten. \drdenangden till funktionerar
alla reella tal. O

4.2.1 Ovningar

4.2.1 Skissa grafen till#ljande polynomfunktioner av grad&wsamt angedtter och
vardenangd.Tips: Besim forst eventuellt maximum eller minimum saritter
med halp av kvadratkomplettering.

a) px)=x*+2x -7 b) p(z)=2*+3z+6

c) p(x)=5—4dr — z*

4.2.2 Skissa grafen tilléljande polynomfunktioner. Ange noltdten och bestm vad
som rander rar x gar mot (plus eller minus)andligheten.

a) p(x)=(z*=5)(z—1)=5—-5zx—2*+2°
b) p(x)=(2*+5)(x —1) = -5+ bx — 2® + 23
c) p(z) = (2? —5)(2? —1) =5 — 62% + 2!

4.3 Rationella funktioner

Lat f(x) ochg(x) vara té polynom. Vi kan @ bilda det rationella uttryckét(z) =
f(x)/g(x). Da far man vad som kallagf enrationell funktionh : A — R. Har
maste man vara litedfsiktig, ty kvotenh(z) = f(z)/g(x) ar bara definieradf allaz
sadana aty(x) # 0. Maximal definitionsrangd blir allt& A = {z : g(z) # 0}.

Observera att en rationell funktidi{z) = f(x)/g(z) har ett nollsélle i x = a om och
endast oy (a) = 0 ochg(a) # 0.

-2 1

(x 2)(93 1) par
x?—9

nollstallen i 2 och -1 och som maximal definitionangdA = {z € R : (22 — 9) #
0} =R\ {-3,3}, dvs alla reella tal utom-3 och 3. Centrala delen av grafen finns i
figur 10. Observera att funktionen brakaagymot—oo respektivexo pa de tva sidorna
om de ta stllen dar den intear definierad. ¥r 2 narmar sig—oo ochoco sa rﬁrmar
sig funktionenl, men mer om dettaar vi kommer till avsnltteg om %'nS\ar(%en

Exempel. Den rationella funktioneh : A — R medh(z ar inte

Exempel. Den rationella funktioneth : A — R medh(x) =

definierad iz = 3, men genom attdrkorta med faktorr(x -3)sa far VI en rationell
_ 1 . - o
funktionr(x) = i—ig somar lika medh(x) Overallt dar h(x) ar definierad och ocks
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)

(x —2)(z+1)

Figur 10: Centrala delen av grafen av den rationella funktidrien = PR
x J—

definierad iz = 3. Denna rationella funktion har som maximal definitio@srgdR \
{—3} och som enda nollgtle x = —1. Centrala delen av grafen finns i figur 11.

6,
4,
2,
I
4 2 4
-2+
-4}
-6t
. . . r+1
Figur 11: Centrala delen av grafen av den rationella funktiorien = 3
T

4.3.1 Ovningar

4.3.1 Besaim strsta ndjliga definitionsnangd och alla nollgtlen till foljande ratio-
nella funktioner. Brsok garna ocké gora en skiss av hur grafen ser ut.

r—1 b)x—3 C)$2—3 d)x2—|—4

T+ 2 x4+ 2 x+2 x?—2

a)
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4.4 Absolutbeloppet

Absolutbeloppet har vi definierat tidigare och man kan se det som en funkdioi fr

till R dar
2] T omzx > 0,
x| =
—x omzx < 0.
Observera &r att detar tva olika “formler” for absolutbeloppet beroendé pm argu-

mentetz ar positivt eller negativt. Detta betyder att mar man arbetar med absolut-
beloppet i regel delar upp i olika falbf tva eller flera intervall.

Exempel. Den centrala delen av grafen till absolutbeloppsfunktionen finns i figur 12.
Grafen besir av tva olika halvlinjer som ridts i origo. Funktionen har ett enda naoéliée
namligenz = 0 och gar motoo nar z gar mot—oo ochco.

5
4

3

Figur 12: Centrala delen av grafen av absolutbeloppsfunktigiten= |z|

O

Nar man &tter samman absolutbeloppsfunktionen med andra funktiénétirsdet
som \antat en aning mer komplicerat. Men det finns en atinstrategi attdlja. Det
galler att dela upp i olika intervall beroendé par det som man tar absolutbeloppet
av ar positivt eller negativt. Vi illustrerar strategin med ett par exempelnan &tter
samman absolutbeloppet med polynom.

Exempel. Vi tar en titt pa den sammansatta funktiongfw) = |2z — 3|. Polynomet
2x — 3 har ettenda nollglle i x = % ochar positivt ©r allaz > % och negativtdr alla

z < 3. Det ger att
20 — 3 omg >3
x) = -2
i@ {—@x—& omz < 2.

Grafen, som finns i figur 13, bestalltsa av t\& olika halvlinjer som ridts i punkten
(3.0).
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Figur 13: Centrala delen av grafen ar) = |2z — 3|

O

Exempel. Vi testar nu att &tta samman absolutbeloppet med ett andragradspolynom:
f(z) = |2* — 3z + 2|. Polynometz? — 3z + 2 har tv@ nollséllen iz; = 1 ochz, = 2.
Detar positivt ©r allaz > 2 och allar < 1 samt negativtdr allaz mellan nollséllena,

dvsl < z < 2. Det ger att

fx) =

22 —3rx+2 omz < lellerz > 2,
—(2? =3 +2) oml<ux<2.

Grafen, som finns i figur 14, bestalltsa av tre olika segment av andragradskurvor.
Den streckade kurvaiar vad manditt om man tagit bort absolutbeloppet. Det blir helt
enkelt en spegling av kurvan i x-axeln.

Figur 14: Centrala delen av grafen ffr) = |22 — 3z + 2|
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Exempel. | det har exemplet ska vi se hur man angriper en funktion som ialterh
meran en del med absolutbeloppat_

flx) =13z 42| — |z —1].

PolynomeBz + 2 har ett enda nollélle i z = —2 ochar positivt Br allaz > —2 och
negativt br allaz < —%. Polynometr — 1 har ett enda nollglle i x = 1 ochar positivt
for allaz > 1 och negativt or allax < 1. Det betyder att vidr tva brytpunkter. Nr
x > 1 shar bhda argumenterdf absolutbeloppet positivaanz < —2 s4 ar bada
negativa och mellan dessa brytpuniieBx + 2 positivt ochx — 1 negativt.

Det ger att
Brx+2)—(x—1)=2x+3 omzx > 1,
f2)=qBx+2)—(—(z—1)) =4o+1 Om—§§x<1,
~(Br+2)—(—(z—1)=-22-3 omz < -2

Grafen, som finns i figur 15, bestalltsa av tre olika delar av linjer somats i punk-
terna(—2, —2) och(1,5).

Figur 15: Centrala delen av grafen Af) = |3z + 2| — |« — 1]

4.4.1 Ovningar

4.4.1 Dela upp i Bmpliga intevall och ange funktionerna i vart och ett av dessa inter-

vall utan absolutbelopp. Skissa funktionernas grafer.

a) |z + 2|
b) |52 — 2|
C) |2* — 4|

d) 2z — 2| + |2z + 1
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4.5 Potensfunktioner

jeeh

Vi har i avsnitt 1.8 definierat potens med rationell exporientforb € R, = {z €
R : z > 0}. Detta ger att vidr ett rationellt taf™ kan definiera epotensfunktion

13

f: R, — R, genomf(z) =z
En forsta sak att notefdr attf(1) = 1= = 1 for alla potensfunktioner.

Exempel. Vi tittar forst ga tre exempel @ potenserar positiv. | figur 16 finns grafen
till funktionerna som ges ay, (z) = 3, fo(z) = z och f3(z) = z. Vi observerar
som vi redan ppekat att kurvorna gk varandra i punkte(i, 1). Alla narmar sig) da
x narmar sig) och alla kommer § motoo nar 2 gar motoo. Vi ser att rarz > 1 saar
f3(x) = 2® storst och f@rz < 1 SAAr fs(z) = =3 strst. | allmanhetar det & att en
storre potengar sbrst iz > 1 och en mindre poterér strst Az < 1.

6
5L

s

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figur 16: Borjan av grafen avf;(z) = e (heldragen),fs(z) = = (streckad) och
f3(x) = 3 (prickad).

O

. : o |
Exempel. Vad hander rar vi tar en negativ exponentamk pa attz~" = —. | figur 17
x?’L

finns grafen till funktionerna som ges dy(z) = 273, fo(z) = 27! = 1/z och
f3(x) = x73. Vi noterar aterigen att kurvorna sk varandra i punkteil, 1). Alla
narmar sigoo da = gar mot0 och alla kommer § mot0 nar z gar motco. Vi ser att
narz > 1 SAAr f3(z) = 23 storstoch frz < 1 SAAr f3(z) = =~* storst. | allmanhet
ar det precis sondf positiva potenserdsatt en sirre potensar sbrst caz > 1 och en
mindre potengr sbrst Az < 1.

O

Nar vi har en positiv heltalspotens, sanrespektive3 i det forsta exemplet, &ar
ju potensfunktionen i gjva verket ock& ett polynom. @ kan man drstas definiera
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Figur 17: Borjan av grafen ay;(z) = T3 (heldragen) fo(z) = z~! (streckad) och
f3(x) = x73(prickad).

funktionen br alla tal, inte bara de positiva. Om potengermpositiv & kan man alltid
definiera funktionen ocksfor = = 0. Dessutom om potenseir 1/n dar n ar udda
heltal $ existerar:= ocksa for negativa tal:;, 4 man kan ocksdefiniera potensfunk-
tionen f(z) = x« for alla reella tal. Bremot finns t ex intez for negativa arden @
xZ.

Observera till slut att alla potensfunktiorérantingen stingt vaxande (om potensen
ar positiv) eller stangt avtagande (om potensamegativ) AR, och att \Ardenangden
ocksaarR. i samtliga fall . Carmed har en potensfunktioh: R, — R, en invers
f~':R, — R,. Potensreglerna ger att ofitz) = z” ochg(z) = 27 SA caller att

(fog)(@) = fg(a)) = flar) = (27) =a" =
och
(9o f)(z) =g(f(x)) = g(a") = (z")

Alltsaar g(z) = =+ invers till f(z) = "

4.5.1 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gdra prov 4b

4.5.1 1 figur 18 finns delar av grafen till de fyra potensfunktionerfér) = x5,
fo(x) = 25, f3(x) = 27 och f4(z) = 5. Ange vilken somar vilken, inversen
till respektive funktion samt ange maximal definitiorsamgd br de fyra funk-
tionerna.
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Figur 18: Bbrjan av grafen ay; (z) = 275, fo(z) = 2°, f3(z) = 27° och fy(z) = 5.

4.6 Exponentialfunktioner, logaritmer
4.6.1 Exponentialfunktioner

Istallet for att som &r potensfunktionerdta basen variera i en poteng!, sa kan man
lata exponenten variera. Man &r & enexponentialfunktionf(x) = b%, darb ar en
positiv konstant. En exponentialfunkti@n definieradér alla reella tal och &rdenaar
alltid positiva tal. Vi observerar atf(0) = 5° = 1 oavsett vad ar , s grafen till en
exponentialfunktion gr alltid genom punktef0, 1).

Det finns en exponentialfunktion sain viktigarean alla andra@amligen den & basen
ges av det tal som betecknas med bokstaveDetta tal har (precis som t ex) en
oandlig decimalutveckling som intar periodisk och brjan av denna ser uédér:

e ~ 2.71828182845904523536028747135.

Figur 19: Centrala delen av grafen g(z) = 2* (heldragen)f>(z) = 1* = 1 (strec-
kad) ochfs(x) = e® (prickad).

Exempel. | figur 19 finns grafen till funktionerna som ges @Mx) = 2%, fo(z) =
1* = 1 och f3(x) = €. Vi observerar som vi redardpekat att kurvorna gk varandra
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i punkten(0, 1). Nar baserar 1 sa blir (forstas) funktionen konstant hela tiden. Med
basere eller e s vaxer funktionen moto nar x gar motoo och gdr mot0 nar = gar
mot —oo. Detta gller allmant rar baserar sbrrean1. (Om man multiplicerar ti tal
bada sbrrean 1 sa far man en produkt sorar sbrre an kada faktorerna.) | detta fall
blir alltsa funktionen stangt vaxande. O

Exempel. | figur 20 finns grafen till funktionerna som ges A x) = (1/2)%, fo(x) =
1* =1 och f3(x) = (1/e)*. Aterigen observerar vi att kurvornadkvarandra i punk-

8

Figur 20: Centrala delen av grafen gMz) = (1/2)* = 27* (heldragen),fa(x) =
1* = 1 (streckad) oclys;(x) = (1/e)* = e~* (prickad).

ten(0,1). Med baser /2 eller 1 /e sa avtar funktionen mdi nar z gar motoo och car
mot oo nar x gar mot—oo. Detta daller allmant rér baseréar mindrean 1. (Om man
multiplicerar tva tal hda mindrean 1 sa far man en produkt sor@ar mindrean kada
faktorerna.) | detta fall blir all& funktionen stingt avtagande. O

Observera att dessa graterspegelbilder y-axeln till de i figur 19. Dettadrklaras av

. . 1\ _ . 1\* I
att = 2! (respektivel = e '), s <§) =27 (respektwe(—) = ¢ ") for alla
e

reella talz.

Anmarkning Vi har tidigare bara definierat potensi&hom x ar ett rationellt tal, men
det car bra att utvidga denna ocksill alla reella tal. Man gr detta genom att betrakta
b™, darr, ar rationella tal somdttre och fattre approximerar ett reellt tal Om man t

ex laterr, vara approximationen avmedn decimaler (dettér rationella tal) & ar b*
grans\ardet aw’ dan gar mot éndligheten. Mer om detta kommer i del 2 av kursen.
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Vi sammanfattar &ra observationer agnde exponentialfunktionefiz) = b°:

Basenb maste vara positiv

Definitionsmangdar R

Vardenangdar{z € R: x > 0} (omb # 1)
o f(0)=1

o f(z)>0forallax € R

Omb > 1 saar f(x) strangt vaxande

Omo0 < b < 1 saar f(z) strangt avtagande

e OMmb=1sdarf(z)=1

4.6.2 Logaritmfunktioner

Eftersom en exponentialfunktiofiz) = b (medb # 1 ochb > 0) antingen var
strangt vaxande § > 1) eller sténgt avtaganded(< b < 1) sa betyder det att dessa
har en invers funktion (se avsnitt 4.1.5). Inversen till en exponentialfunktion kallas
for enlogaritmfunktion Vardenangden ®r en exponetialfunktion (meél # 1) ar

alla positiva reella tal, & definitionsrangden ®r en logaritmfunktion blir alltd alla
positiva reella tal.

Laty = f(z) = b*. Fran definitionen av invers funktiorf vi att f~'(y) = = dar
y = f(x) = b". For en allmén bash betecknar man denna funktion mé¢d' = log;,.
Vifar alltsa att

log, : (0,00) — R, log,(y) = x, darz ar det tal som uppfylley = v”.

| allmanhet finns det inget enkelats att ©r hand akna ut \ardet av en logaritmfunk-
tion. Det finns dock ettarde som allticar enkelt att akna ut:

log, (1) = log,(0°) = 0.

Exempel. Vi testar att &kna ut logaritmen med bas nagra enkla exempebddet gr
att rakna ut den exakt. | det fallet har vi atig, (y) = » omy = 2. Det caller alltsa
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att skriva argumentet som en potens2av

logy(1) = logy(2°) =0
logy(2) = logy(2') =1
log,(1024) = log,(2'%) = 10
1
Ing(\/i) = logy(22) = 2

Daremot finns det inget enkekts att t ex akna utlog, (3) da inte3 ar agon gmn och
fin potens aw. 0J

Det finns t& logaritmfunktioner sonar sa vanliga att dedtt egna beteckningar. Det
ar dels dematurliga logaritmensom har baseil och dels10-logaritmen som har
10 som bas. Dessa betecknas i regel med (det finns exempel i litteraturen med andra
beteckningar)
log,.(z) = In(x) respektivelog,,(z) = lg(z).

Exempel. For dessa speciella logaritmfunktioner har vi t ex

lg(10) = lg(10") =1
12(0.01) = lg(107?) = —2
In(e) = In(e') =1.

~—

O

Detar en allnant vedertagen konvention att inte skriva ut parentedSearjumentetdr
en logaritmfunktion. Man skriver allésbaraln z istallet for In(x) etc och kdanefter
kommer vi att @ra s Overallt dar det inte kan leda till miséfsténd.

Det finns ju som bekant ett antal @amdbara regletti potenser. Dessa leder i sin turtill
nagra nyttigaaknereglerdr logaritmer. Vi vet ju atb® ¥ = b*-b¥. Detta kan vi utnyttja
for att visa endkneregel ér log, zy. Om vi antar attr > 0 ochy > 0 sa far vi

blogb rtlogyy blogbx . blogby =g-y= blogb zy.

Eftersomb” ar injektiv (denar antingen stingt vaxande eller sémgt avtagande)asar
b* = b’ bara oms = t. Darmed naste det glla att

log, vy = log, « + log, y.
Pa sammadtt far vi genom att utnyttja att™ = (b*)" att

— l — blOgb%

b log,z _ b(logbx)(fl) — (blogbx)fl — .’1771
T
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Precis som ovaréf vi att .
log, — = —1 :
0gy - 08y L
Genom att &tta samman respektive upprepa desaadgler & kan mand regler or

logaritmen av kvot respektive potens. Vi sammanfattar de regtdéogaritmfunktioner
som vi kommit fram till.

]-Ogbl - 0

log, xy = log, x + log, y omzx,y > 0

log, i = —log,y

logbg = log, v — log,y omzx,y > 0

log, ™ = nlog, x omz > 0

Observera att dente finns ragra reglerér log, (z + y) ellerlog, (z — v).
Exempel. Forenkla uttrycketg 700 — lg = s& langt det @r.
Losning. Vi utnyttjar reglerna ér logaritm av produkt och kvot oclaf

7
1g700—1gE = 1g(7-100) — (1g7 —1g 10)
= lg7+1g100—1g7+1g10 =1g 10> +1g10' =2 +1 = 3.

4.6.3 Ovningar

4.6.1 Vilka av foljande ékneregler gller for en exponentialfunktiotf(z) = 5*?
| de fall som det intér en giltig regel & ge ett exempelaldet inte simmer.

a) flz+y)=f(z) fly) b) f(z+y)=f(x)+ fy)
c) flwy) = f(x)- fy) d) flr—y)=f(z)— fy)
e) flx—y) = f(2)/f(y) ) flz/y) = f(x)/f(y)
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4.6.2 Forenkla bljande uttryck & langt det @r.
a) 1g 1000 b) 1g0,01 c) 10'4
d) 1007 e) 10-'¢* f) 1071805

4.6.3 Forenkla Bljande uttryck & langt det gr.

a) Ine? b) In/e c) Inl

e

d) In (%)2 e) e’ f) e In3

4.6.4 L0Os ekvationerna.
a) lnx=0 b) lgxz =1 C) Inz=2
d lgx=-4 e) 2-lgx =3

4.6.5 Forenkla Bljande uttryck & langt det gr.

a) 1g30 —1g0.3 b) 2In8 —3In4 +20In1

c) 3In2+2In3 —4Inv6

4.7 Trigonometriska funktioner
4.7.1 Trigonometriska funktioner

Vi har redan definierat de trigonometriska funktionerna sinus, cosinus etc rakgd hj

av trianglar och enhetscirkeln. Trigonometriska funktione@aas dock till flera olika

saker och kopplingen till geometir inte alltid helt uppenbar. Déir darfor viktigt att

kanna till de grundiggande egenskaperna som dessa har om man ser dem som reella
funktioner.

Vi paminner om att vi definierade funktionernér falla reella tal med &jp av en-
hetscirkeln. Undantag var att tangens och cotangens inte var definigiazssidus
respektive sinus vab. Sinus och cosinus gefavwden vars belopgar hogst1 medan
tangens och cotangens kan ge allgliga reella tal. Vi har allta foljande reella funk-
tioner:
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sin : R—[—1,1]

cos : R—[-1,1]

tan R\{nglmr . k etthelta} — R
cot : R\ {kr:ketthelta}y — R

Har betyderR \ {k7 : k ett helta} alla reella tal utom de sorar pa formenknr med
k ett heltal. Observera att vi angivit respektive funktiodsdenangd som ralmangd.
Man skulle lika grna kunnat ange alla de reella talen so&imangd ocka for sinus
och cosinus.

Nar vi utgick ifran enhetscirkelngstankte vi oss att en punkécirkeln kan represen-
teras av (andligt nanga) olika vinklar som skiljer sigt av ett helt antal varv, dvs en
multipel av2r radianer. T ex& representerar vinklarng/2, 7/2 + 2z ochr /2 — 27
alla punkten(0, 1). Detta betyder att funktionerna blreriodiskamed perioder2r,
dvs attf(z + 27) = f(x). | figur 21 finns grafen till sinus- och cosinusfunktionen
och man ser tydligt det periodiska beteendet.ag sck# i enhetscirkeln att det fanns
andra likheterér olika varden @ vinkeln. For sinus hade vit ex atin(m — z) = sinx
och attsin(—z) = —sin z, dvs att sinugr en udda funktion.

Figur 21: Delar av grafen tillin = (heldragen) ochkos = (streckad).
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Vi sammanfattar agra av de viktigaste egenskaperdade trigonometriska funktio-
nerna i bljande tabell.

sin(z +27) =sinz  sin(r —x) =sinx sin(—z) = —sinz (udda)
cos(x + 2m) = cosx cos(m — ) = —cosx cos(—x) = cosx (jamn)
tan(x 4+ 7) = tanx  tan = —tanx (udda)
cot(x +m) =cotx  cot — cot z (udda)
cosw =sin(r +3) cotx =

Du ska kunna tolka dessa likheter geometriskt, dels i enhetscirkeln ochédglslp
tionsgrafen. Observera speciellt att period@nt&ngens och cotangeasr vilket man
kan slonja i figur 22.

Figur 22: Delar av grafen tillan x.

En viktig sak atténka @ ar att rar man &tter samman en trigonometrisk funktion med
en annan funktionaandras bl a perioden.

Exempel. | figur 23 finns grafen till funktionerna som ges d@/x) = sinz och
f2(z) = sin(5z). Vi observerar atf, svanger mycket snabbare. \Arfatt

fa(x) = sin(5z) = sin(5z + 27) = sin(5(x + 2%)) = folz + 2%),

s& perioden ér denna blir2*. Allmant €1 kan vi (A samma &tt visa attsin k= har
perioden?”. O
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Figur 23: Delar av grafen af (x) = sin x (heldragen) oclf,(z) = sin 5z (streckad).

4.7.2 Inversa trigonometriska funktioner

De trigonometriska funktionerri ju praktexempel@funktioner soninte ar injekti-
va, ch de ju antar sammaavden @ndligt manga @nger (se avsnitt 4.1).@med har
de ju inga inverser. Vad man kabmar samma trick som vi ainde t ex d vi obser-
verade att kvadratroten var invers till funktiongn [0, o0) — [0, 00) med f(z) = 22
Vi minskar definitionsrangden & att funktionen blir injektiv a detta mindre intervall.

Exempel. | figur 21 ser vi att sinusfunktionen hain(—7) = —1 och ar sténgt
vaxande tillsin 5 = 1. (Detta inser man ocksom man tittar p definitionen av sinus i
enhetscirkeln.) Om man alfislefinierar en funktion

T

f: [—5, 5} — [—1,1], medf(x) =sinz,

sa kommer denna att vara ahgt \ixande och allésinjektiv. Alltsa har den en invers
=11 - [—g, g], medf'(y) = z dary = sinx.

Med andra ord & svarar denna inversa funktigit!(y) pa fragan: Vilken vinkelz i

intervallet[—7, 7] harsinz = y?

Vihartex attf ! = =, eftersonsin £ = \/% (ochZ ligger i ratt intervall). [

(Z5) =
Motsvarande konstruktion som vi gjord@ fsinusfunktionen i exemplet kan maarg

for samtliga trigonometriska funktioner genom &tj& lampliga intervall. Funktioner-
na man &r kallas or de inversa trigonometriska funktionerna och heteus sinus
arcus cosinugtc. Ordetarcusbetyder age, och funktionerna angeadgiangden (dvs
vinkeln matt i radianer) som motsvaraékdet av sinusfunktionen (respektive cosinus
etc). Vi sammanfattar idljande tabell:
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Sinus @ [—%, 2] har inversarcsin : [—1,1] — [-Z, Z]

°
o
3

Cosinus @ [0, 1] har inversarccos : [—1,1] — [0, 7]

Tangens p(—%, %) har inversarctan : R — (=5, %)

Cotangens &(0, ) har invers arccotR — (0, )

Observera att detdpminiknare ofta $trsin~! istallet for arcsin etc.

| figur 24 finns grafen till arcus sinus och i figur 25 finns centrala delen av grafen till
arcus tangens.

Figur 24: Grafen awrcsin .

-10 -5 5 10

Figur 25: Centrala delen av grafen atan x.
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4.7.3 Ovningar Efter dessaar det |lampligt att gdra prov 4c

4.7.1 Vilka av foljande funktionei@r jamna, udda eller inget av dem.
a) f(x)=sin(2z) b) f(z) = sin(x?) c) f(x) = (sinz)?

d) f(z)=sin(z+7) e€) f(z)=sinz-cosx f) f(x)=sinz+cosx

4.7.2 Antag att vi vet atkin T = c. Ange ©ljande trigonometriska funktionavden

uttryckta med Hlp avc.

a) sin%7r b) sin =~ C) sir12977r

d) cos? e) tan 7z f) tauné%T

4.7.3 Berakna bljande \arden br de inversa trigonometriska funktionerna. Var noga
med att \alja vinkel i ratt intervall ©r de olika funktionerna.

a) arcsin 1 b) arccos1 C) arctanl

1
2

1

€) arccos ;

d) arcsin f) arcsin(—3)
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5 Facit

111

1.1.2

1.1.3

121

1.2.2

1.2.3

1.2.4

131

1.3.2

1.3.3

1.3.4

141

1.4.2

(a) 378 rest18

(a)319
(b) —564

@a+2-a-b

(b) 357

(c) 7497 ar delbart med1

b)2-a-a-b+2-a-b-b—2-a-a—2-a-b=2a*b+ 2ab* — 2a*> — 2ab

@
13 1
(a) = 1E
@
38
(e) IR
(@2
(@) 25
(e) 1
@
(a)27°
4
(a) 21

(a) Ja.

(b) Ja. Motsatsen > 3 ar ju falskt.

(c) Nej.

(b) "—<

lec—a=(c=b)+(b—a)>0

2. Exemplet

3. (b+d)—(a+c¢)=(d—c
4.b-c—a-c=(b—a)-c>0

281 196 17 251 344
2% (c) 33 (d) 20 (e) o0 (f) 255
11
(b) 120
3 39 d) 24
(b) o (c) o9 (d)
10 273 11011
() = (@) 128 (h) 1536
253 1349
(b) 340 (c) 1068
(b) 32 (c) 81 (d) —64
(f) 100 (9) 1 (h) 1
1 |
(b) > ()
(b) 22 (c) 27
(b) ~72
)+ (b—a) >0

5.a-c—b-c=(a—b)-c="(b—a)-c=(b—a)- ¢c>0

1.4.3 T.ex3 <4och2 < 6men(3 —2) < (4 — 6) galler inte.
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151

152

1.5.3

16.1

1.6.2

1.6.3

1.7.1

1.7.2

1.7.3

1.8.1

1.8.2

1.8.3

@7

(@) ~2 ocho

@1<x<3

(@0.7

(e) V3

(8 +£5

()0

(a) £

() ~(2+V5)

(@)3v3

(e) V2

(@) +v2

(@) 3a

(e) Vad

(@)3

(€) 9

(a) 33

(e) 210

(@) 3a

(b) 7

() 0

(b) ~4.50ch10.5 (c) 4

(e) Inget tal satisfierar ekvationen

() 1<z<oOellerd<z<5b

(b) 300
) 10—+v2
(b) £v5

(b) ¥

(f) 3—-2v2
(b) V2

(f) V5

(b) 3

(e) Ingen reell rot

(b) vz
H Va?
(b)
(f)
(b) 23

O N[

() 58
(b) zi

(b) 8<zxr<?2

d) z =2

(€) 15v2

(c) £3

(©) V3-v2

(c) 2v3
(@) V4

(c) £+

(© Ve

(©) 2
(9) 5
(c) 23
(9) 23

(c) zs

o=

(d) "1 och4

(d) v2/5

(d) £2/0
(d) V11 +3
(d) ¥/3
(h) 2/3
(d) —2

(d) /]al
(d) 3

(d) 31

(h) 235

(d) az



191

1.9.2

1.9.3

1.9.4

1.95

1.9.6

1.9.7

1.9.8

199

1.9.10

1.9.11

1.9.12

5

(e) at: VEZ

@9 —u—9v (b) 2a 4+ 12¢+ 73x

@p+r (b) 3b+ 2¢ (c) 4a — 2¢
(a) 202228 (b) ~27a*V5c (c) 14pP¢°rs?
(a) 27253 (b) ~128a3b7 ¢S (c) a*b™

(@)2z% 4 3zy — 2y (b) 223+ 2%y — Say® + 23

(€) a® + 2P (d) 2z +a3+222—132+ 6

(@) 9a® — 24ab + 166> (b) a® + 4a®b® + 4b* (c) 2m?® + 32

(@) 36 — 22 (b) a* — > (c) z'2 —81

@) y? + 92z + 27yx? + 2723 (b) 2723 + 54x%y? + 36xy* + Sy

(c) x'% — 182% + 1082° — 21623

@) (z — a®)(z + a?) (b) 2*(3z +5)(3z — 5)

©) (z+9)* (d) =’y(z —2y)*

(e) z(zx — 1) (2> + x4+ 1) () 3(a+ 3b)(a® — 3ab + 9b?)

(@ 2?2+ 1)(z+1)(x —1) (h) 222%y(3y* — 2x)(9y* + 63z + 42?)

(@)x® — 5zt + 102® — 1022 + 5o — 1
(b) 1 — 7y + 21y* — 35y3 + 35y* — 21y° + T9° — o7
(c) 3225 + 80z%a® + 80z3a* + 402%a8 + 10za® + a'®

(d) 2%y'? — 1825102 4 135249322 — 54023023 + 121522y* 24 — 1458zy22° +
72925

(a)z—g (b) S—i (c) 2a2?:y (d) 3zy + 5y — 2z
2 2?(1+ 2x) -1

@ O Oy

@ Pt bt + 3

b =3 (b—B)b+ V312 +V3)
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1.9.13

1.9.14

1.9.15

1.9.16

211

2.1.2

221

222

2.2.3

a® + ab + b?

€ ——;

(@)a® — ab + b?

a+1
a

(f)

(c) Kan inte Brkortas

@z -y’

© =
)

18

(@)

1

z(x +3)(x —3)

(€)

z(r+1)(z —1)

(@)|c + 2|, galler for alla reellac

T 1 ome>0 . ..
(b) T = { “1 ome<0 galler for alla reellac # 0

(c) 1, galler forc > 0

(d) ~ev9 — ¢, gall

() ——
ve—2

erforc <9

, galler forc > 2

x? 44
2+ 2 +4

(b) @+ a®b + ab® + b*

(¢);

(d)~(a* + a®b + a®V? + ab® + b*)

(a2 + D(a — 1)

(b) z(z2 —x+1)

@

202 — Tox — 2

(b) 2x(x —4)

8 — 222 — 23
Az —2)(x+2)(2? + 2z + 4)

(d)

0 @ - { _% o o Ghllerfore= 2,c£0
@z="17 (b) 2 =-2 (c) Allatal. (d) Inga.
@y=3x-7 (b)y=232

(@)1 och—4 (b) —1 och3 (c) —1och?

(d) 0och—7 e) 3 (f) —2£/2 och— 3=y

(@ (x+2)?*-3

@) (z —2)(z - 3)

(b) (22 — 9)2 + 19 (€) 39 — (x + 6)?
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224

231

2.3.2

2.3.3

234

241

© (x—1—LBya -1+ (d) 2? +2+1
(@) 22+ 37 — 10 =0 (b) 62—z —2=0

() 22 —-22—-4=0

(a)1 och—4 (b) 6+ 3v30ch6 —3v/3

(c) Ingen reell rot

@9 (b) 2 (c) Ingenrot (d)2 (e) 4
() 12 9) 3 (h) =2 (@) 6

(@)2, —2,v3 och—/3 (b) 5, -5, 7och—7 (c) 2 och—2

(d) v6 och—/6 (€) L och—¥b

(@9 (b) 19 — 610 (c) 1 och4
@z=35y=1 () z=4y=1 © z=-2 y=2

(d) saknardsning
(e) candligt manga bsningar, av formen: = ¢, y = 3 — 5t for alla reellat

M s=3,t=1 Q@ z=2,y=3 (h)z=3,y=5 2=2
() =10, y=-0,04, 2=0,06 () a=-1,b=1, c=2

K)yz=1y=-2,2=3

2.4.2 Han vads ar.

251

25.2

253

(@) i (b) =55

(@) {0, =552, =255y (b) {-2,1,3}
(c) {—2, =52, =y (d) {2}

(@)1 ar en trippelrot (b)1 (enkelrot)

(c) 1 och—1 ar trippelidtter
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254 @) (z+2)(z—1)(x—3) (b) (z+2)(2? + 5z +1)
) (x —2)(=3+x — 2?)
3.2.1 (a)180°, = (b) 45°, /4 (c) 120°, 27/3  (d) 60°, /3

(e) 135°, 3w/2  (f) 420°, 7r/3

3.2.2 (a)r/2 (b) /6 (c) /4 (d) 37/2
(€) 7/10 (f) 57/6 (g) 117/18

3.2.3 (a)540° (b) 90° (c) 135° (d) 75°

3.2.4 (a)2r/3 (b) 257/6 (c) 207/9

3.2.5 (a)120° (b) 108° (c) (1 - 2)-180°

3.26 (a)1/2 (b) 1/2 (c) 1/4 d) 2—+3

327 (QB=55 a~2,3, b~3,3
(b) B=37/10=54°, b=4,1, c~5,1
(©) b~ 2,2, An 41,8, B~ 48, 2°
(d) c~ 3,6, A~33,7°, B~ 56,3°
(e) A=35° a=~3,5 c~6,1

3.28 (a)cosv =4/5, tanv = 3/4
(b) cosv = +/5/3, tanv = 2/\/5
() sinv = 2v/2/3, tanv = 2¢/2
(d) sinv = \/ﬁ/5, tanv = \/ﬁ/Q
(e) sinv = 1/4/5, cosv = 2//5
(f) sinv =24/25, cosv =7/25
(9) sinv = 10/4/149, cosv = 7//149

331 (a)6 (b) V13 (©) 5 (d) 10 (€) V13

332 (@(0,-2) (b) (0,9/2)

3.3.3 (a)(1+ v/3,—-2v3) eller(1 — v/3,2v/3)

(b) (M43, 325 eller (=045, 352.5)
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3.4.1

3.4.2

3.4.3

3.4.4
3.45

3.4.6

3.5.1

3.5.2

3.5.3

3.54

3.5.5

(@) 3y = 2x (b) 22 4+3y=7 (c)y=3 d)z+2=0
@2r—y—1=0 (b) 3x +2y =0

©y=0 d) z+4y—2=0

(e) 21z + 45y — 19 = 0 () 724+2=0

(@) (=3,4) (b) (=6/7,4/7)

(c) saknar slrningspunkt (parallella linjer)

(d) sammanfallande linjer

Bevis

@2r—y—4=0 (b) 3z +y—-3=0 () z=0

(@)5z — 2y = 0 (b) 3z +y+2=0 (c) 9z — 5y —3=0
d) 4 +y=0

(@)z* +y* =81 (b) (x—2)*+ (y+3)* =49
(€) (z+6)?+y*=25/4

@z +2x4+1y>—6y=0 (b) 22 +2x+y*—6y+2=0
(c) 2% + 2z +y? — 6y = 63

Cirkeln med medelpunkt och radie

(a) origo,R = /3 (b) (0,2), R=3 (©) (1,-3/4), R=5/4

d) (-2,1/2), R=1/2
(@) (1,3) och(0,—2)

(c) ingen skrningspunkt
@z +y*+4dr +4y =2

() 2> +1y> -3y —19=0
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(€) (1/2,-2/3), R =4/3

(b) (0,—2), tangering

(b) punkterna ligger iat linje



3.6.1 (a) tredje (b) andra (c) andra (darjle

(e) andra () andra (g)ofsta
3.6.2 (a)—1 (b) —1 (c) v3/2 (d) v3/2
(e) 0 1
3.6.3 Bevis
3.6.4 (a)2v2/3 (b) v21/5
(c) v/5/3 (forsta kvadranten) eller+/5/3 (andra kvadranten)
3.65 (a)0,8
(b) v/21/5 (forsta kvadranten) eller/21/5 (fjarde kvadranten)
3.6.6 (a)—1/V15 (b) —/91/3

(c) 1/4/3 (tredje kvadranten) eller1/+/3 (fjarde kvadranten)
(d) /77/2 (forsta kvadranten) eller+/77/2 (fjarde kvadranten)

3.6.7 (a)sinv = —2/v/5, cosv =—1/V5
(b) sinv = 1/4/10, cosv = —3/v/10

(c) sinv = 5/4/26, cosv = —1/+/26 (andra kvadranten) eller
sinv = —5/v/26, cosv = 1/1/26 (fjarde kvadranten)

(d) sinv = 1/v/5, cosv = —2/+/5 (andra kvadranten) eller
sinv = —1/v/5, cosv = 2/+/5 (fjarde kvadranten)

3.6.8 (a)—1/2 (b) \/3/2 (c) _\/3/2 (d) —1 (e) 1/\/§
® -1/2 (@ -1/2 (13 0 -1/vV2 () -V3

3.6.9 (a)c~8,5 B~321° C~89,6°

() 4y ~ 84,3; Ay ~ 104,8% C, ~ 46, 7° eller
Ao = 27, 3, AQ ~ 18,20; 02 ~ 133,30

(C) by ~ 21,7; A, ~ 44,8% B ~ 104,0° eller
by ~ 5,25, Ay ~ 135,2°; By ~ 13,6°

(d) orimligt

3.6.10 (@)c~12,0; A~ 115,3° B~ 25,2°
(b) a ~ 10,5; B~ 19,4°; C' ~ 43,5°
() b~ 42,5; A~ 148,8° C =~ 8,5°

117



3.6.11 (a)15,2 (b) 7,7 (©) 4,2

3.6.12 (a)(v6—v2)/4 (b) 2+ V3 () (V6 —+2)/4
(d) (V6 +v2)/4 € (V6 +2)/4 (H —(v6—v2)/4

3.6.13 (a)l (b) 10/11

3.6.14 (a)(1—2/30)/12 (b) 0,96

(c) 2(1 — 3v/14)/25 (omw ochv i samma kvadrant) eller
2(1 + 3+/14) /25 (omwu ochw i olika kvadranter)

3.6.15 Harledning

4.1.1 (a) Stangt\axande och@rmed injektiv, udda samt har sigaj som invers.

(b) Varken\axande eller avtagande, ej injektivmémn tyb(—z) = 1/(—xz)? =
1/2? = b(x) och saknar @rfor invers.

[ N w S 5

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

[]

(c) Varken \axande eller avtagande, ej injektiv ty t e2) = ¢(0) = 0 sa
saknar invers, ej udda elleijn (t exc(—2) = 0 och¢(2) = 8.

= N w > @

-4 -3 B -1 1 2 3 4

-1

(d) Strangt vaxande och @rmed injektiv, varken udda elleainn ca bara de-
finierad r icke-negativa tal. Inversen ges @v' : [1,00) — [0, 00) med

d-Y(z) = VT — 1.
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(e) Stangt\axande ocharmed injektiv, varken udda elleéain it exe(—1) =
0 oche(1) = 2. Inversenges av ' : R — R mede ! (z) = v/z — 1.

3

2

p

-4 -2 / 2 4
-1

412 fo f(x)= (2> —1)* =1 = 2* — 22?

Fogle) = () —1= ptt)
1

—_

+ z2
1

9o @) = T e T g o g
(1+ 2?)? 1+ 222 4+ 2t
(1+22)241 24222+

421 (@p(z) =2>+22 7= (v +1)>—8geridtterna—1 4+ /8 = —1 4 2V/2,
minimump(—1) = —8 sa vardenangderar [—8, cc).
(b) p(z) = 2 =32+ 6 = (z — g)z + 15 ger att det saknas (reellatter,
minimump(2) = 1 s& vardenangderér [12, co).
(€) p(x) =5 —4dx — 2* = —(x + 2)*> + 9 ger Btterna—5 och 1, maximum
p(—2) = 9 sa varden&ngderar (—oo, 9].

4.2.2 (a) Nollsallen i {—+/5,1,v/5}. Funktionen §r mot —oo respektivecc da
gar mot—oo respektivesc.

-3 -2 -1 I~ 2 3

(b) Nollstalle i 1. Funktionen @r mot —oc respektiveco da x gar mot —oo
respektivesc.

20
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(c) Nollstalle i {—+/5,—1,1,+/5}. Funktionen r motoo d& z gar mot—oo
eller co.

4.3.1 (a) Rotil och funktionerar definierad ér alla tal utom—2.

ik

-10 -7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5

ﬁ

(b) Rot i3 och funktionerar definierad ér alla tal.

2

1.5
1
.5

- - -5 -2. 5 5 7.5 10
-0.5
-1
-1

2

(c) Rotteri{—+/3,1/3} och funktionerar definierad ér alla tal utom—2.

.

|

2\/[ 2 4 6
.

/\ -8

-10

(d) (Reella) btter saknas och funktioném definieraddr alla tal utom{ —/2, v/2}.

_/

-6 -4 2

o
I
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2 omx > —2
441 @e+2 =" T4
—(x+2) omzx < —2.

4

3

1

543 -2 -1 1 2

5 — 2 omzx > 2
() |5z —2/ =" e
—(br—-2) omx < :.

3

omz < —2ochx > 2,

om—-2<x<2.

d) |2z —2|+[]2z + 1] =

©

o

IS

4

2x—-2)+2x+1) =4z -1

—(22-2)+ (22 +1

=3

omz > 1,
om — 1 <z<lI,

)
—(22-2)—(2z+1)=—4z+1 omz < —1.
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45.1 fi(z) = 2~ 5: Heldragen,f; ! = f;. Maximal definitionsrangd:{z € R : z #

€T
T

4.6.1 Detar bara bara a) och e) sonastmer.

462 (a)3

(d) 0.7
46.3 (a)2

(d) —2
464 (Qz=1

(d) 2 = 0.0001
465 (a)2
4.7.1 (a) udda

(d) jamn
472 (a)c

d) vI—e

4.7.3 (a)g

(e

(@ %

(b) —2
OF
(b) 5
(e) 7

(b) z = 10

(e) = =10v/10

(b) 0
(b)amn
(e) udda
(b) —c

(€)

c

V1 — 2
(b) 0

™

(e) 3
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5: Prickad.f, ' = f,. Maximal definitionsrangd:R
—5: Streckad/prickadf; ! = f;. Maximal definitionsrangd:{z € R :

(c) 4
() 2
(c) -1
(f) 3

(€) z=¢2




