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1 Aritmetik och Algebra

| detta kapitel skall vi brst arbeta med grunaljgande aritmetik, allisde fyra akne-
satten, br olika typer av tal. Dettadlgger en stabil grundf algebra, somadr innelér
grundhggandeakning med symboler vilket vi behandlar i slutet av kapitlet.

Alla rakneregler som ai@nds i algebraiskaakningar, har sin bakgrund i hur man
raknar med tal. Alla reglerna kaidor forklaras genom att man wgfran aritmetiken.
Oftast &cker det att utg fran ett exempel, om man samtidigtertygar sig om att
exempler allmangiltigt. Aven om du kan vissa regler utantill, sommihus minusir
plus’, sa vinner du i ingden p att kunnadrklara varbr regeln gller.

Vi rekommenderar att dimte anvander aknare eller formelsamlinggcdu bser uppgif-
terna. De kunskaper dafgenom att delsikna splv och tinka & vilka rakneregler du
anvander och delsdra dig en del fakta i atlet for att forlita dig pa formelsamlingerar
oertort vardefulla br dina fortsatta studier. | &nga matematikutbildningadfvantas
du klara dig utan tglpmedel.

1.1 RA&kning med naturliga tal och helta

Denaturliga talenar taleno, 1, 2, 3, 4---. (De tre avslutande punkternai listan indi-
kerar att nbnstret fortatter utan slut.) Deegativa heltalenar —1, —2, —3, —4---.
Ibland skriver man negativa tal med en parentest), (—2), (=3), (—4)---.

| detta kapitel skriver vi minustecknet lite upfghfor att det inte skall se ut likadant
som subtraktionstecknetl, —2, =3, ~4,---. Vivill poangtera att det handlar om ett
speciellt tal, eller en operatioraett tal, och inte subtraktion. Men deirider, speciellt
langre fram i kapitlet, att minustecknet skriva yanligt stt. Fan och med kapitel 2
forekommer inte det upgida minustecknet. Naturligtvis kan duabj skriva som du
ar van. | proven a webben skall du skriva t.ex.3.

De naturliga talen och de negativa talen bildar tillsamnteitalen
c74,73,72,71,0,1, 2,3, 4---.

Ofta talar man ormangdenav alla naturliga tal. Ordet éamgd, an@ands lar pa ett ma-
tematiskt &tt. | normalsvenska betyder ordst stort antalelleren matbar ansamling
En matematisk @ngdar en samling objekt, element.avigden av de naturliga talen
har allt& som element naturliga tal. Talet &B ett element i rangden, liksom varje
annat naturligt tal. Mngden av alla naturliga tal betecknas oftavill vi po angtera att
13 ar ett naturligt tal kan vi skriva3 € N (lases: 13 tillbr de naturliga talen).

Pa sammaatt talar man om r@angden av alla heltél, mangden av alla negativa heltal
Z_ och mangden av alla positiva helt#l, . (Notera at0 varkenar ett positivt eller ett
negativt tal.)



1.1.1 Naturliga tal

Naturliga tal kan adderas och multipliceras. Vid addition och multiplikatiéireg det
man kallartkommutativiteta + b = b+ a ocha - b = b - a for alla naturliga tak ochb.

Om fler an tva tal skall adderas vet vi att additionen kan ske i vilken ordning som
helst med samma resultat. \drtker ofta inte ensgatt man utbr flera operationer och
valjer ordningen. Summan av talen 3, 6 ochéat22 hur vian raknar. Vill man skrift-

ligt redovisa ordningen & additionerna arands parenteser tillsammans nfédsta
prioritetsregeln: operationen inom parentesard forst 3 + (6 + 13) = 3 + 19,
(34 6) + 13 = 9 + 13. Om inga parenteser skrivits utilder lasriktningsprioritet

den \anstra additionen uifs forst.3 + 6 + 19 ar samma son(B + 6) + 13

Vid addition och multiplikation @ller associativiteta + (b + ¢) = (a + b) + ¢ och
(a-b)-c=a-(b-c)forallanaturliga tak, b ochc.

Da bade addition och multiplikatioir inblandade, som i bakningen av3 + 4 - 7,
kommer prioritetsregelmultiplikation ©re additionin: 3 + 4 - 7 = 3 + 28. Har caller
alltsainte lasriktningsprioritet.

Vill vi att additionen skall utbras brst kiavs parentese(3 + 4) - 7 = 7 - 7. Denna
utrakning kan ocka goras medistribution (3 +4)-7=3-7+4-7 =21+ 28

Vid addition ljt av multiplikation caller distributivitet (a +b) -c =a-c+ b - ¢ for
alla naturliga tak, b oche.

Vill man forst rakneregler sona — (b — ¢) = (a — b) + ¢ ar det ock& enkelt att
utga fran ett exempel: Vi skall béaknal4 — (6 — 2). Om vi da forst beéknar14 — 6
sa har vi subtraherat 2f mycket. Allt@aar 14 — (6 — 2) = (14 — 6) + 2. Addition
och subtraktion har samma prioritet. Médtiktningsprioritet kan vi @rfor skriva det
senare utan parentesét: — (6 —2) = 14 — 6 + 2. Generella — (b —¢) =a— b+,
somar forsta exempletgminus minusir plus

Pa sammadtt kan man inse att— b — ¢ = a — (b + ¢) for alla naturliga tak, b ochc.

Nu nagra ord om division av naturliga taloFatt undertta polynomdivisiondngre
fram, ar det \ardefullt att kunna utira lang division av naturliga talof hand, t.ex.
med halp av uppsidlining i "liggande stolen” eller "trappan”. Vilken maraljer ar helt
oviktigt, algoritmenar samma. Er nedan arinds “liggande stolen”.

Kvot
Taljare | Namnare

Exempel. Vi dnskar beikna8476 + 23. (Har amands-+ som divisionstecken.)
Losning.

For att det skall vara enklare atilfa kalkylerna redovisas varje steg i en ny "stol”. En
forklaring ges efter exemplet.



Kvot 3 36 368
8476 23 8476 23 8476 23 8476 23

—69 —69 —69
15 157 157
—138 —138
19 196
—184
12 Rest
Vi ser har att8476 + 23 = 368 rest12. O

Om du tycker att algoritmear s\arbegriplig eller kanglig kan du kanske hadlp av
foljande brklaring:

Multiplikation och division av naturliga taér motsatta operationer. Alés eftersom
6-7 =42 saar42 = 7 = 6. Men multiplikationar samma som upprepad addition:
6-7 =42 eftersoni’ +7+ 747+ 7+ 7 = 42. Division ar darfor samma som upprepad
subtraktion42 +~7 = 6 eftersomi2 —7—7—-7—-7—7—7 = 0. (De gamla mekaniska
raknemaskinerna byggde hek genna princip.) Om divisionen intéugjamnt ut fr
manenest 45 -7 —-7—-7—-7—7— 7= 3 alltsa42 + 7 = 6 med resB.

Det ar valdigt opraktiskt att subtrahera talg$ fran talet8476 mer an 300 ganger.
Darfor effektiviserar man genom atbrfst iakna ut hur ranga hundra @nger23 gar i
8476.

Eftersom84 + 23 = 3 rest15 gar 23 minst300 ganger i8476, men inte400 ganger. Vi
kan darmed skriva hundratalssiffrani kvoten och subtraherz00 - 23 fran8476.

Vi har att84 — 3 - 23 = 15 0ch8476 — 300 - 23 = 1500 4+ 76 = 1576. | den andra
"stolen” ar inte nollorna utskrivna, dar underbrstadda. | den tredje stolen tas inte
siffran 6 med i resten576. Det betyder inget, men man brukairg s eftersom den
inte kommer in i kalkylerna i detta steg.

157 = 23 = 6 rest19. Alltsa gar 23 minst 60 ganger 11576, men inte70 ganger.
157 —6-23 =19 0ch1576 — 60 - 23 = 190 + 6 = 196. Vi kan nu skriva tiotalssiffran
6 i kvoten.

Slutligen196 = 23 = 8 rest12. Alltsaar 196 = 8 - 23 + 12 och kvotens entalssiffrar
8.

Kalkylerna ovan kan sammainfs:8476 = 300-23+ 1576 = 300-23+60-234+196 =
360234196 = 360-23+8-23 +12 = 368- 23+ 12. Alltsa 8476 + 23 = 368 rest12.



Testovning

1. Beidkna9d37 =~ 31 2. Beidknad27 = 23
Svar:
1. 30 rest7 2. 18 rest13

1.1.2 Negativa tal

Addition av naturliga tahr ju direkt sammankopplad med antalaning och érmed
(nastan) en medild mansklig Brmaga. Eftersom dévriga iaknegtten br naturliga
tal bygger @ addition, kan de ocksanses medfida.

Da det gller negativa tahr situationen annorlunda: @& objekt mardefinierarmed
hjalp av de naturliga talen. Till varje naturligt t@linfors ett negativt (motsatt) tala.
Man maste sedadefinierahur man skall akna med dessa nya objekt. Atirg det i
detalj Har skulle ta mycket utrymme, men vi skalhdh forsoka ge en lagom repetition
och kanskedrdjupning.

Man maste brst definiera additiongpett @dant &tt att det leder till

T+ 3=7T-3=4, 44 7= "(7T—-4) =73, BHb4+7T=7-5=2,
5+3="(5-3)="2 och 5+73="(5+3)="8.

Det ar ganskadtt att argumenteraf att ovansiendear enda rimliga additionen. Men
detar endefinition nagot man har besmt.

Det ar inte sglvklart, men antagligen intéverraskande, att additionegiyen med ne-
gativa talar associativa+ (b+c) = a+b+c. Denar ocks kommutative+b = b+a.
Bada dessa egenskaper kan rbawisa

Av 7+ —3 = 7 — 3 foljer att subtraktiondr naturliga tal kan eégtas av en addition:
Oma ochb ar naturliga tal &dana att: > b sa gallera — b = a + ~b.

Om vi later~b beteckna det motsatta talet filaven dib ar negativt,” (—3) = 3 (minus
minusar plus), skall vi se att all subtraktion kan eiltas genom addition av motsatt
tal.

Sats: For alla heltale ochb galler det atin — b = a + ~b.

Bevis:Subtraktion kan ses som uppdelning av tal elisning till en ekvation:
a — b ar det (unika) tak: som uppfyllerz + b = a.

Vi ser attx = a+ ~b ar 1osning till ekvationen eftersoffx + ~b) +b = a+ (Tb+b) =
a + 0 = a. Att det inte finns Agon annandsning ser vi genom att adderatill bada
sidor av likheten(z +b) + "b = a + ~b.

Eftersom additione@r associativ och+ ~b = 0 sa foljer att vansterledear (z + b) +
“b=x+4 0=z ochdrmeds =a+ ~b. O



Ocksa multiplikation ©r heltal naéstedefinieras Precis som vid addition &ste man
tanka & alla kombinationer av naturligt och negativt.

4.7 7="(4-7) =728, 5-7="(5-7) =735 och 5.73=5-3=15,
(minus minusgr plus).

Aterigen ar det ganskalt att argumenteraf att ovansiendear enda rimliga multi-
plikationen. Men deér endefinition nagot man har beamt.

Det ar inte heller sjlvklart, men bevisbart, att samméakneregler gller for heltalen
som ©r de naturliga talen. Arolbcker an@nder man ofta vissa aaknereglernadr
att forklara hur multiplikation raste @ till. Det finns ramligen inget annatadt att
rakna om man vill attaknereglerna skall forésta dalla.

Testovning

1. Bedknas — ("4 —7) 2. Befakna 5-(74—3) 3. Bedkna 5-"4—-3

Svar:

1. 16 2. 35 3. 17

1.1.3 Rakneregler

Har sammanfattas de prioritetsregler oakneregler som behandlats i kapitlet.

Prioriteringsordning
1. Operation mellan parenteser.
2. Multiplikation och division
3. Addition och subtraktion

4. Vid lika prioritet caller lasriktningsprioritet




Rakneregler

For alla heltala, b ochc galler det att
e a+b=0b+a kommutativitet
e a+ (b+c) = (a+b)+ c associativitet
e a — (b—c) =a— b+ c minus minusir plus
ea—(b+c)=a—-b—c
e a+ a=0
e ~(“a) = a minus minugr plus
e a-b=">b-a kommutativitet
e (a-b)-c=a-(b-c) associativitet
e (a+b)-c=a-c+b-c distributivitet
ea-"b="(a-b)
e l-a="a

e ~a-~b=a-b minus minugr plus

1.1.4 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 1a

1.1.1 Bestam kvot och rest till

a) 7956 =+ 21 b) 7497 - 21
c) Arnéagot av talerv956 eller 7497 delbart med®1?

1.1.2 Berakna

a) 7T—2-(3-9)-((2+ 5—8)-("3—"5)—4)
b) ((4—-2)-((6—"9) —((6—"T7+3)-("2=3)+"1-(7—"4)))




1.1.3 Skriv foljande utan parenteser och utan negativa (motsatta) tal.
a) a—"b-(a+1)=b-(Ta+1)
b) (Ca-"b4+a-(b—2-"a)) - (T1+0b)
1.2 Brakrakning
1.2.1 De rationella talen
Rationella taleller braktal skrivs”, darp ochq ar heltal ochy # 0. Nagra exempel®
q
rationella talar 5 5 5 Tl
77347 -127 17 7
Om s ar ett heltal & ar de té biaktalen” och 22 lika. Man sager att baktalet”

q $-q q
forlangtsmed (faktorn)s = 0 till ﬂ, eller att” L forkortatsmeds till .
S-q S-q q
2.7 14

14 )
Talenl och— ar lika eftersoml = = —,
11 22 11 2-11 22

Man kan Brlanga/érkorta med negativ faktor ocls
7 1.7 7 7 1.7 71
-1 -1-11 11" -1 -1--11 11
| allmanhet brsdker man ange biktal g enklaste formergsatt tiljarenp och ramnaren
q inte har ragon gemensam faktor (utohreller ~1).

Man kan \alja att ge talet @ blandad form istllet for ren bakform. | sa fall skriver
1. .. . 13 . - .
man3Z istallet for s Detar emellertid &tt att missuppfatta den blandade formen och

lasa3 1 somar 3
4 4’

Mangden av alla rationella tal brukar beteckfias

Talet ¥ identifieras med heltalgt. Pa det visetar alla heltal ock& rationella tal.

Mangden av alla helta?,, ar endelmangdav mangden av alla rationella tal). Detta
skrivsZ C Q.

1.2.2 Rakning med rationella tal

Addition och subtraktion av Biktal utbrs genom att de &/termerna skrivs med ge-
mensam amnare:
7 039 5.7 4-39 35 156  35+156 191

21 512

115 60 60 60 60



Generelltar
a c_d~a b-¢c d-a+b-c

bTd T db T bd db
Det ar en god vana att intedflanga med mean rodvandigt. Ch man arbetar med
rationella funktioner, se avsni?®?, blir det extra viktigt.

. . . . 7 39
Om man bljer den alln@nna principen vid addition aﬁ och1—5 far man

7+39_15-7+12-39_105+468_105+468_573
12 15 15-12 12-15 180 180 180  180°

Har kan och br man brkorta med somar den gemensamma faktorn i dd amnarna
12 och15.

Eftersom% + —ba = aij ¢ - % = 0 ar det logiskt att kaIIa—ba det motsatta talet till
a Ta a
; och skriva A 2

Subtraktion av kaktal girs gd motsvarandezgt som addition:
a ¢ _ d-a—>b-c
b d d-b

men man kan, somaman subtraherar heltal, addera det motsatta taidieist
a C . a i _ <C>
b d b d/’

7 039 5-7 4-39 35 156  35-156 121

12 15 5-12 4-15 60 60 60 60

Multiplikation av rationella tal definieras av:

a-cC

" b-d

> Q
Ul O

Att denna definitioréir den enda rimliga kan man motivera foljande $tt:

e Multiplikation med heltal skall motsvara upprepad addition.
o . c ¢ ¢ ¢ 3-c
AIItsaarS-E_aJraqLEl_7

C " 1
¢ Vidare skall multiplikation vara associativ. AI&s'arg = ; : 5 =7 (— . E).
C

. 1
Men dettaar ndjligt endast om? . g =

10



. a c 1 .
e Tillsammantaget ger dettg- - =a- (— . —) =a-—=—.
d .
Division av rationella tal ges av

a
b

Detta motiveras av att divisioar den till multiplikation motsatta operationen:
Eftersom3 - 4 = 12sadar12 + 4 = 3.

Sa kan vi resonera ocksh det @ller rationella tal:

Eftersom(g . gl) %t f o
b ¢

a

b
I 13 4 13-1 13
Specielltar13 - 4 = T 111" 1
| kapitel 1.1.1 skulle vi sagt aft3 + 4 = 3 rest1. Da handlar det onheltalsdivision
som speglar t.ex. effdelning:om trettonagg skall brdelas g kartonger som rymmer
fyra agg vardera & far man tre fulla kartonger och ettggover.| detta kapitel handlar
det om division or rationella tal. Alla rationella tal kan divideras, kvotanalltid ett

rationellt tal.

) 1 ) o .
Likheten13 ~4 = ZS motiverar/brklarar anandandet av lakstrecket som divisions-
symbol.

Det ar ofta praktiskt och bekamt att anéanda bakstrecket som divisionssymbol. Det
galler bara att veta vad betyderAr det ett baktal alltsa ett rationellt tal, elleér det

o o « . 3 . . 2 m o . .
ettbrakalltsa en d|V|S|on?L—l ar ett rationellt tal,ﬁ ar ett bak men inte ett rationellt

tal.

Ibland orskar angndningen av la&kstreck som divisionssymbol faning/feltolkning:

Vi har att% +c= bi mena + - = % Darfor ar det viktigt att veta vad som
- C C

0 ) o 7 a. ., . -
avses @ man an@nder "dubbeltik”. Att 2 och + intear samma sak, synatt i tryckt
C =z

text, men inte likaatt i handskriven text. Bir rekommenderasadfor att man anénder
annan divisionssymbe# eller / eller fortydligande parenteser.

Tank ocké pa att ett dubbellak ofta innelller "osynliga parenteser”, vilket illustreras
i nasta exempel.

11



1
Exempel. Vi skall skriva——1L som ett baktal & enklaste form.
6 s

1 3

1_ 35 1 3 2 11
Losning. -——2L = (- — — |+ [ =+ = | =

g%+1— (7 11) <63+18>
1-11 3.7\ [ 2-2 +11-7 (11 =21\ | (4477
7-11 11-7) " \7-9-2 2.9.7) \11-7 ) \2:9.-7)
“10-2-9-7  _20
11-7-81 99

1.2.3 Rakneregler

Har sammanfattas dakneregler somdler for rationella tal. De som tidigare behand-

lats for heltalen @ller aven br de rationella talen.

Réakneregler

For alla rationella tal% och 2 dara, b, cochd ar heltal, @ller det att

a%_c d-a_%b-c d-a+b-c
o —+— = =
b d d-b b-d d-b
. a ¢ d-a—">b-c

b d d-b

a ¢ a-c
® —« — — ——

b d b-d

a ¢ a d
e — - — = — . —

b d b c

1.2.4 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 1b

1.2.1 Skriv foljande rationella tal @ enklaste form

5040 6182 —42 - 308 - 230

a) o2 p) o2
) 10320 ) =516 °) 50 12169

12



1 3 1 5 3 5 1 2
St 2 422442 fy 2= —3- 412
D its ® 37+ 2% T3 ) 2t

1.2.2 Skriv foljande rationella tal @ enklaste form och blandad form
1 1

1

1 1 11 D 1 7

1.2.3 Skriv foljande rationella tal @ enklaste form

a)1_4 b)611338
77 11 24 19 17
1 .3 7 1 2 2
C) 2—--3-+4— d 11--2-+"1—
) 6 34 12 ) 3 5 15
2 3 9 5 2 3 9 5
e) (= — )+ — — il o —+— . —
5 20 100 19 5 20 100 19
T4 24 6 T4 24 6
9 (=) =+— h -5+ +—
8 3 13 11 8 3 13 11
1.2.4 Skriv foljande rationella tal @ enklaste form
11 12 35 _ 9T
a |=+=z)+(-—= —6 "8
) (2+3> (4 3) b) 5 a1
1 6
N it B
1 2 23
s =2 = 41

1.3 Potenser med heltalsexponent

1.3.1 Potenser

| detta kapitel introduceras begreppet potemsrétionella tal, och @&med naturligt-
vis for alla heltal. Exponentear har heltal menangre fram (i kapitel 1.7) kommer
exponenten att vara ett rationellt tal och slutligen ett reellt tal. &@elagar som pre-
senteras i kapitledr allmangiltiga, de gller aven med reella exponenter.

13



1.3.2 Potens med heltalsexponent

Potensemedheltalsexponenteaiefinieras av

a®=1 (fora#0), a'=a, a*=a-a, a*=a-a>=a-a-a,
a"=a-a"t=a-a---a, (produkten aw faktorer chn ar ett positivt helta).

Vidare definierar man™" = — dan ar ett positivt heltal ocla > 0.
an

| definitionen ovan kam bara vara ett heltal mem kan vara aval ett heltal som ett
rationellt tal.

Vid berakning av potenser av negativa tat fnan vara extra uppimksam. De béknas
naturligtvis @@ samma &t som potenser av positiva tal3* = ~3- -3 - -3 ~3.
Men risken or fellasningar stor varbr detar klokt att alltid skriva parentes runt talet:
—3' = (73)* sa att det inte drvaxlas med-(3%).

Da(~1)? =1, galler att:(~a)! = ~a, (Ta)? = a?, (Ta)® = ~(a®) och allrént

(“a)" = a” om n = 2m = jamnt heltal
~ | “(a®) om n=2m+ 1= udda heltal.

q '
anvanda brtydligande parenteser. D&t annarsdtt att uppfatta det sof-.
q
Foljande potenslagar karaHedas om man skriver upp vad de olika potensarn@.ex
ar(2)t=(2-2-2)'=(2-2-2)-(2-2-2)-(2-2-2)-(2-2-2) =234,

For potenser av laktal galler att (B) — P Ocks i detta fallar det kiokt att

1.3.3 Rakneregler

Potensregler

For alla tala ochb galler det att

° CLOZ]_ ° (an)m:anm
e g -q" = am+n m
® - — g™
o (ab)" =a"-b" a
a\™ a" n
— e ® ( = —
* b) b a"
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Vid rakning med potenserafjer prioritetsregeln att potenser Bknas dre multipli-
kation eller division ochaven bre addition eller subtraktior2 - 32 = 2 -9 = 18,
2+ 3% =2+ 9 = 11. Som tidigare skall operation inom parenteserakans drst:
(2-3)2=6%= 36, (2+ 3)? = 52 = 25.

Vid upprepad potensbé&kning, som i 23%, galler att exponenten béknas drst:
23% — 9(3%) = 927 — 134217728, 2713 = 2(5+3) = 28 — 256,
Ocksa har ger parentesebftur: (23)% = 8% = 512.

En litenvarning! Det finns ingen standardprioritéiffupprepad potenstigning. Vis-
sa kalkylatorer har "exponentearkt” prioritet, andra harévlsriktningsprioritet233 kan
bli antingen134217728 eller 512, det beror @ raknarfabrikatet, ibland t.0.mapmo-
dellen. For sakerhets skull — arand parenteser.

Har ar de prioritetsregler som behandlats i kapitlet.

Prioriteringsordning

Operation mellan parenteser.
Exponent

Potens

Multiplikation och division

Addition och subtraktion

o o M 0w bdhRE

Vid lika prioritet caller lasriktningsprioritet

1.3.4 Ovningar

1.3.1 Berakna
a) 52 b) 2° c) (73)* d) (74)3
e) 1100 f) 100 g) 3° h) (=3)°
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1.3.2 Skriv foljande som ett laktal g enklaste form, utan potenser.
a) 272 b) (73)73 c) 17°
1.3.3 Skriv som potenser av 2
a) 1/64 b) 163/210 c) 1283/325

1.3.4 Skriv foljande som ett laktal pa enklaste form, utan potenser.

25.377.105- ~772 (2)3 : (—a)—l - (1)—3
a) 93.3-5.5 b) =2 567~ 106 10
1.4 Reellatal

Det ar ganska komplicerat att definiera vad som menas med ett reellt tal. ®etrkr
mer avancerad matematik vad som normalt irsg i en gymnasieutbildning. Vi &rste
darfor halla oss till en relativt intuitiv ochdrenklad bild av begreppet. Med eg¢tellt
tal menas d ett talr som ges av edecimalutvecklingsom beskrivs nedan.

Varje positivt reellt tal har en heltalsde| somar ett naturligt tal, och en decimaldel:

r = n.ayasazagas - - -, dar alla talers; ar naturliga tal mellan och9. Detta betyder att
renp g2y B, B
10 100 1000 = 10000 100000

Till varje positivt reellt tal finns ett motsatt, negativt tal
Tr=Tnaagasazagas - =~ (n 4 %+ B 4 8L s e L)

Genom att bara ta meshdligt manga decimalera vi ett rationellt tal som approxi-
merar det reella talet. Ju fler decimaler de&trle approximation.

Reella tal kan adderas, subtraheras, multipliceras och divideras, genom att dran utf
operationernad de rationella approximationerna. Genom att ta med fler och fler de-
cimaler far man en éljd av rationella tal som d@rmar sig (har gins\ardet) de reella
talens summa, differens, produkt eller kvot.

Tva decimalutvecklingar representerar samma reella tal om deras difter@riBetta
innekar att t.ex.3.25300000 - - - = 3.25299999 - - -. (De avslutande punkterna inrégb
som vanligt att minstret fort&tter obrutet.)

For attaskadliggora de reella talen aégwnder man ofta punktegallinjen. Inte heller
dettaar helt oproblematiskt. Vadr en linje och vaér en punkt?

Euklides definierade begreppen punkt, linje och plareft stt som, kanske geatt
associationer, meanch ar valdigt diffust. Enpunktar ragot som inte kan delas. En
linje ar en hngd utan bredd. En linjeindarar punkter. Errat linje ar en linje som
ligger jamnt mellan punkternagpdensamma. Eyta ar ragot som bara haahgd och
bredd. Ettplan ar en yta som ligger med déta linjerna p detsamma.
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De definitionerna leder inte till att man kaaga vad ett reellt tadr. Endast naturliga
tal, positiva baktal och vissa (geometriskt konstruerbara) reella tal. Man kaa ailts
definiera ett reellt tal som en punkd pallinjen. Resonemangat det omanda. Nar vi
har de reella talen kan vi definiera vad som menas raetinje, punkt och plan. B
motsvarar varje reellt tal en punk&injen och varje punkt motsvarar ett reellt tal.

| praktiken &knar vi bara med rationella approximationer till de reella talen, eller med
symboler, som\/2, som representerar specifika reella tal. Redan de gamla grekerna
visste att det inte finns rationella talsadana attz?> = 2, 3, 5, 6 m.fl. Man kan
numera visa att detadtemot finns &dana reella tal.

Mangden av alla reella tal beteckisDe rationella taleir ocks reella tal, rangden
av alla rationella tair endelnéngdav mangden av alla reella tal.
ViharattNC Z C Q C R.

1.4.1 Olikheter for reella tal

| likhet med heltalen och de rationella talen finns det tre typer av reella tal, de positiva,
de negativa och taldi. Detta @r det ndjligt att definiera begreppestdrre &n och
mindrean for reella tal.

Definition
Det reella talet: ar storre antaletb, skrivsa > b, om och endast om — b ar
positivt.

Taleta armindreantaletd, skrivsa < b, om och endast om — b ar negativt.

For alla reella tak ochb finns darmed tre mjligheter:a = b, a > b ellera < b.
| detta sammanhang har man ofta @anening av en praktisk amgdbeskrivning.

Sag till exempel att vi, av &agon anledningar intresserade av alla de reellatatom
uppfyller villkoret z < 5. Da caller det att beskriva dennaangd av tal p ett prak-
tiskt satt: {x € R : z < 5}. De speciella parentesergaoch } ar mangdparenteser,
(vardagligt krullparenteser). De inramar beskrivningen av objekte@ingdenz € R
innelar att alla objekten skall tilra mangden av alla reella tal, kort sagt att alla ob-
jekt ar reella tal. Kolon lasessadana att Efter kolontecknet kommer villkoret som
skall vara uppfyllt br att ett reellt talr skall fa vara med i rangden. | orddser man
alltsa: mangden av alla reella tat sddana attr ar mindrean 5.

Viharatt 3 € {x e R: z < 5}ochl2 ¢ {z € R: z < 5}. Talet3 tillh 6r mangden,
talet12 tillh ©r inte mangden.

De positiva reella talear{x € R : x > 0}, de negativa reellataléir{z € R : z < 0}
och deicke-negativaeella talerér {x € R : z > 0}.
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Mangdbeteckningen kommer vi oékatt anéanda br andra grundi@ngdeian de reella
talen. Man kan t ex skrivdr € Z : 2* < 5} vilket da betyder rangden av alla heltal
vars kvadratr mindreans, dvs{—2,—1,0, 1, 2}.

Nar detar klart att defar de reella talen som avsesfinns det praktiska beteckningar
for intervall. Vi kommer att aréimda bljande beteckningar:

la,b] = {xeR:a<z<b}
(a,b) = {reR:a<z<b}
(a,b] = {reR:a<z<b}
a,b) = {reR:a<z<b}
(—o0,b] = {xeR:z<b}
[a,00) = {xeR:xz>a}

Observera att ‘(' respektive ’)’ betyder @nhdpunktemnte ar med och att ‘[’ respektive
T betyder attandpunkterar med.

1.4.2 Rakneregler for olikheter

Ocksa for olikheter gller vissa akneregler. De kan allaanledas fan definitionen. Vi
ger Har ett exempel @ regel och Arledning.

Exempel. Vi skall bevisa olikhetsregel®ma ochb ar reella tal sadana attz > b sa
galler det atta + ¢ > b+ ¢ for alla reella tal c.

Ldsning. Vi beraknar differensefia + ¢) — (b + ¢) och skall visa att dennar positiv
oma >b.Men(a+c¢)—(b+¢) =a+c—b—c=a— b, somar positiv eftersom
a > b. Vi har darmed visat att. + ¢ > b+ coma > b. O
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Rakneregler

For alla reella tal, b, ¢ ochd, galler det att
e Oma < bochb < csagallera < ¢
e Oma < bsaghllera+c<b+c

e Oma <bochc<dsaggllera+c<b+d

Oma <boch0 < csagallera-c<b-c

Oma <bochec<Osadallera-c>b-c

1.4.3 Ovningar

1.4.1 Galler det att
a) 2e{reR:2<3}? b) 2 <37
(Symbolen< utlasegmindreén eller lika medTalet3 ar med i néngden.)
c) Ardet ragon skillnad f utsagorna i (a) och (b) ovan?

1.4.2 Visa att aknereglernadr olikheter i avsnitt 1.4.2 gler genom att ardnda me-
toden som presenteras i exemplet i samma avsnitt.

1.4.3 Ge exempel areella tak, b, c ochd sddana att
a<bochc<dmendira—c<b—dintegaller.

1.5 Absolutbelopp

| detta kapitel skall vi arbeta med en av gruigijande operationerna peella tal,
absolutbelopp. Dettaterkommer i kapiteP? da vi studerar funktioner.

Definition: Oma ar ett reellt tal & ar absolutbeloppetv a

a om a>0
jaf = “a om a<0
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Tank @ att —a ar det motsatta talet tilk. Om a ar negativt & ar —a positivt. Som
exempehr|~3| = ~(73) =3

Av definitionen bljer direkt att|a| > 0 for alla reella tak. Absolutbeloppet aw talar
om hur Bngt fn punkterd som punkten: ligger pa tallinjen.

Oma ochb ar tva reella tal & ar |a — b| avstindet mellaru ochb pa tallinjen. Vi har
t.ex. att=7 och3 ligger pa avséndetl10 fran varandra=7 — 3| = |~10| = 10.

Exempel. Vi soker de tab som uppfyller|3 — b| = 5.

Losning. Vi soker de punkter @tallinjen, som ligger & avsandets fran3. Detar tva
punkter, en till lbger om3, namligen3 + 5 = 8, och entillvAnster3 —5="2. [

Exempel. Vi soker de tab som uppfyller|3 — b| < 5.

Losning. Nu soker vi de punkter @ tallinjen, som ligger @ avsand hogst5 fran 3.
Detar alla punkter som liggenellan3 och3 + 5 = 8, ellermellan3 och3 — 5 = ~2.
Alltsa alla punkter mellan2 ochs.

Med mangdskrivattet har vi{z e R: [3 —b| <5} ={z € R: "2 <z ochz < 8}.
Ett alternativt &tt att skriva 2 < z ochz < 8ar 2 <z < 8. OJ

1.5.1 Ovningar

1.5.1 Beséim
a) |7] b) [77] c) [0]

1.5.2 Bestim alla reella tak sadana att
a) [z+1]=1 b) 3—xz|=7,5 C) |z+4/=0
d [3—2z|=5 e) |r—2|="2
1.5.3 Ange (utan beloppstecken) desom satisfierar
a) |[r—1/<2 b) |[z+3| <5 C) 2<|r—2/<3

d) [z+2[<0

1.6 KvadratrOtter

Vi fortsatter nu med den andra av de gruagtjande operationerna peella tal, ka-
vadratroten. Ockstill dennaaterkommer vi i kapiteP? da vi studerar funktioner.
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1.6.1 Kvadratroten ur ett positivt reellt tal

Eftersom produkten avasal tva positiva tal, som t& negativa talar positiv & galler
det att

22 =qx-x > 0forallareella tak.

Alltsa har ekvationen? = b ingen reell bsning omb < 0.

| avsnitt 1.4 behandlades @igheterna med att adea huruvida det talsystem man
arbetar medacker till for att lbsa en viss ekvation. Men sonagekades @ sa har
ekvationen:? = b alltid reell losning omb > 0. | sjalva verket alltid téd. Som exempel
har ekvationen:? = 9 ldésningarna och ~3.

Definition: Med /b, dar b > 0, menas det icke-negativa, reella tal, vars
kvadratar b.

Alltsd ar /9 = 3 och inte~3 eller 4-3. Det caller ocks atty/0 = 0.

Enligt definitionen har vi alli& att(/b)? = b.
Men det diller ocks att(—v0)2 = ~vb- —vb = (V)% = b.
Alltsa galler det att:

Ekvationenz2 = b har for b > 0 tva olika reella otter: /b och~v/b

Man skriver iblandz? = b < Tio = ++/b, for b > 0. Med detta menas alfisatt
ekvationen hardtternaz, = vb ochz, = ~v/b

Exempel. Ekvationenz? = 9 har siledes dtternar, », = +v/9 = £3, d.v.s.z; = 3
ochzy = ~3. O

1.6.2 Rakneregler

Av definitionen g /b foljer vissar akneregler.
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e (Va)’ =a for a>0.

o Va-vb=+/ab och%:\/%, for a >0 och b > 0.

o Va2 = |a| foralla reella
alltsh: va2 =a om a >0 och va2 = ~a om a < 0.

e Va2-b=la|-vb for b>0 och allaa.
alltsa: vVa2-b=a-vb om a>0o0chva?-b="a-vb oma < 0.
I

— = —,0ma > 0.
.\/a a a

L _Va—Vb 1 Va+vb

- ba, b>0.
.\/54_\/5 a—b va—+b a—Db afboab>

Den forsta punktendljer direkt av definitionen:
V/a ar det icke negativa tal vars kvadrata.
2

Punkt tvé kan bevisas genom att vi konstateranit- /b > 0 och att<\/5- \/5>
2

(va) - (Vo) =a-b,

Alltsd ary/a - vb=+Va-b

Pa sammadtt bevisas regelrdf roten ur en kvot och de &vefterbljande reglerna.

Den femte regelndijer avL = va = va = ﬁ

Va  Va-va o (Va)?ooa
De tva sista reglerna kalla#rl angning med konjugatuttryck eftersom(y/a — v/b)
och(y/a + v/b) kallas konjugatuttryck till varandra.

1 B va—+b
Va+vb o (Va+vb)(va—Vb)
Ja—vb  Ja—+b

(konjugatregeln se avsnitt 1.9) = fora # b, a ochb > 0.

(Vajr— (Vb a=b

Den forsta av av demdljer av

OBS: | allmanhet, allté for de flesta tak ochb, arv/a + b # v/a + V.
Till exempel gera = b = 1 attv/a + b = v/2 medany/a + Vb = 2.
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P4 sammadattar i allmanhety/a — b # /a — V/b.

Exempel.
(a) Ekvationeniz? — 3 = 0, d.v.s.z®> = 3/4 har tternar, , = +/3/4 = £1/3/2

(b) V(732 = V32 =3=13|
(c) Fora>0,b>0ara-vb=+va2-b
d) Fora<0,b>0ara-vVb="("a)vb="/(-a)2-b="Va2-b

(e) I:Ora>0,b>02’é.ra-\/;:\/a2-§:\/%
= Capft=ryfeap b=y b= Vab

Q|

(f) Fora<0,b<0ara-

=

() R ﬁ — @
Vvt
1
h) Vi skriver med heltalsamnare.
") 5+6
Losning. Multiplicera med konjugatuttrycket:
I 5—6 0 5—V6 5-V6 5-6
546 G+VOG-VE) (Vo 25-6 19 -
1.6.3 Ovningar
1.6.1 Forenkla
a) /0,49 b) /90000 c) V6-V75 d) v10/v/125
e) VI2— V3 ) V2—VA+V/8+V16—/32+/64.

1.6.2 L&s ekvationen

a) 12-25=0 b) 5—22=0 ) 92°-4=0 d) 16—62>=0

e) 2> =10
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1.6.3 Skriv med heltalsamnare
a) 2/v6 b) 3/v21 ¢) 1/(v3+2)
d) 2/(v11 - 3) e) 1/(2—+5) f) (V6—+v3)/(vV6+V3)

1.7 n:teroten ur ett reellt tal

Man kan visa att, onb > 0 ochn ar ett positivt heltal, & finns, i likhet med fallet
n = 2, precis ett icke-negativt tal sa atta™ = b. Omn ar ett gamnt tal & caller ocks

att (—a)" = b. Omn ar ett udda tal & caller is@llet att(—a)" = ~b. Detta leder till

foljande definition av:-te roten ur ett icke-negativt tal.

1.7.1 n-teroten ur reella tal

Definition: Omn ar ett positivt heltal och ar ett reellt tal> 0, s menas med
/b det rella tal> 0, som uppfyller( /)" = b.

Omb ar ett negativt tal och ar ett positivt, udda heltaBsmenas med/b det
negativatal som uppfyller( /)" = b.

Ekvationenz” = b, dar b reellt tal ochn ar ett positivt heltal, har @ foljandereella
rotter.

1) z = /b, omn = 2m + 1 = udda(positivt) heltal,

2) z = +3/b, omb > 0 ochn = 2m = jamnt(positivt) heltal.

(Omn arjamntochb < 0, s saknar” = b reella Btter och{/b arinte definierat.)
Foruddan = 1,3, 5,... galler att: 3/=b = ~ V/b.

Definitionenav /b galler aven Brn = 1, vi har ch attv/b = b for alla reella tab.

Exempel.
Eftersom2* = 16 och53 = 125 s4ar v/16 = 2, v/125 = 50chv/~125 = ~5. O

1.7.2 Rakneregler

Foljanderaknereglerfor n:te rotter bevisas B sammaatt som motsvarande reglénf
kvadratroten.
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e a* =qa forallaa om n arudda.

e Vam = |a] om n arjamnt.

o %-%:%och%:ﬁ, for a > 0 och b > 0.

Exempel.
@) \/vV2= V2= V2

(b) V125 = V5 = V53 = \/ V55 = v/
(€) ¥a? = V/Va? = {/]a| 0

For uttryckens/a + /b, /a — /b, ¥/a + boch /a — b finns inga allndnna formler.
Exempelvisar i allmanhet/a + b # /a + /.

1.7.3 Ovningar

1.7.1 Forenkla

a) V9 b) V38 c) v-24
O /7 & V3 0 VT
9) 4/16 h)y V81 — V9 + V12 — /27— V/3V3

1.7.2 Bestaim dereellarotterna till

a) 2% =16 b) % =243 C) 6425 —-27=0
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d) 22 +8=0 e) 2! +8=0

1.7.3 Forenkla:

a) V/3a®-/9a b) x/V/x c) v/
d) /Vab e) Vai/{/a )\ oi/avE

1.8 Potenser med rationell exponent
| detta kapitel definieras vad som menas med en potens med rationell exponent. Defi-

nitionen bygger Ade & potens med heltalsexponent (kapitel 1.3) oahlgfinitionen
av n-te roten som gjordes ofegaende kapitel.

1.8.1 Potenser med rationell exponent

Definition:

m : . : . m
Om — ar ett rationellt tal och ar ett icke-negativt reellt taBsgesh » av:
n

— n bm.

b

Specielltarbs = /6. Exempelvis gller for den vanlig&vadratrotenattvb = /b =
b2,

Vi har ocks atth™ = Vb = b™ (om inte detta gllt hade definitionen varit misslyc-
kad).

Omn ar ettludda heltalgsar /b definierataven Brb < 0. Man anander @rfor ofta
skrivsattetb= for uddan aven b < 0. Har kravs stor brsiktighet. Man raste vara
medveten om att definitionén: = /b endast gller forb > 0.

Vi har att (~27)% = v/~27 = ~3.
. o 1 2 - N m n
Men vi har ocka attg =5 Om man @ tillampar definitionen ab~» = Vb™ med

b = —27 far manett felaktigt resultat(‘27)% = (‘27)% = {/(~27)* = V/35 = 3.

1.8.2 Rakneregler

Med hjalp av @knereglernadr n:te roten ur ett positivt tal octaknereglernadr poten-
ser med heltalsexponent kan man visapatiensuttrycket» med rationell exponent
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x = 2 forb > 0 satisfierar sammpotenslagarsom potens med heltalsexponent (se
n
avsnitt 1.3.3).

Potensregler

For alla positiva reella tal ochb och alla rationella tat ochy galler det att

e ' =1 o (a®)¥ =a"Y
o a”-a¥ =a*t¥ a®
o — =g"¥
o (ab)* =a”-b" a?
a\<T r b 0 T 1
-) =—,omb> e a "=
* (b) b* a®

1.8.3 Ovningar Efter dessaar det |lampligt att gora prov 1c

1.8.1 Forenkla
a) 27/3 b) 479° c) (v8)¥3
d) 21/3 . 2—4/3 e) 31/2/9—3/4 f) 3—2/3/(1/3)—4/3
g) (0,0016)7%2

1.8.2 Forenklaa) v9 b)v/8 ¢)v—24 d)v/v3 e vVVv2

NVVVE @ 4/¥16  h) VB - VO + V12— V2T - V/3V3
1.8.3 Forenkla:a) v/3a2 - ¥/9a
b)va/vz o) YVr dVVaS eV Ya f)\[zi/zvr
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1.9 Algebraiska omskrivningar

Oerhdrt manga resonemang, agl matematik som andra sammanhaig mhatemati-
ken tillampas, byggerdgomskrivningar av matematiska uttryck. Ofta handlar det om
att forenkla uttrycket, men minst lika oftaatier det att skriva uttrycketgpden mest
lampade formen. Vilken denna foran beror naturligtvis @ situationen.

Vid algebraiska omformningadf man utnyttja alla deakneregler som dler vid
rakning med reella tal. Mando darfor vara synnerligenal fortrogen med dessa. Spe-
ciellt de som behandlats i samband med heltal 1.1.3, rationella tal 1.2.3 och potenser
1.8.2.

Det finns ett mycket vanligtat att skriva produkteravariablerar inblandade6 - a
skrivs ofta6a, a-b- c skrivsabc osv. DA man utedmnar multiplikationssymbolenaste
man vara &ker (@ att detta inte orsakar missuppfattning; kan mycket al varaen
variabel iséllet for produkt av tre. Hur skam + 10cm tolkas? Betyder det10cm
eller2-m+10-c-m=2-(1+10-c) - m? Det beror helt a sammanhanget. | detta
kapitel skallabc tolkasa - b - ¢ och2m + 10ecm betyder2 - m + 10 - ¢ - m.

Exempel. Med de vanligadknereglerna kan mairenkla en del algebraiska uttryck.

a) 10m—9y+5y+Tm+4y—m = (10+7—1)m+(~9+5+4)y = 16m+0-y = 16m
by m—ja—b—(c—m)l]=m—Jja—b—c+m|=m—a+b+c—m=b+c—a
c) 3abc-a*bc? - ~(40*) =3-("4)-a-a®>-b-b-bv*-c-* = "12a*b'c?

d) (32%y32)* =34 (2Bt (y3)* - 2% = 81a¥y!2?

e) (2z +3)(42? — 62 +9) =2z - (42 — 62+ 9) + 3 - (42? — 62+ 9) =
242> —2x - 62 +2x-9+3-422 -3 -6x+3-9 =
83 — 1222 + 18x + 1222 — 18x + 27 = 8x2 + 27

1.9.1 Magra viktiga algebraiska identiteter

Utover raknereglerna finns det en hel del samband som maidvieelkunna ar&nda.
De flestaar sadana att man béler kunna denaktivt Det racker inte att veta att de
finns och kunna &l upp dem i en formelsamlingdFatt kunna akna "med flyt” kiavs
en hel del utantillkunskap.

Foljande viktiga identiteter be&lver man kunna utantill:
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. _ (a+b)?=a*+2ab+V?
kvadreringsreglerna: { (a—b)% = a? — 2ab+ b = (b — a)?

. _ (a+b)* =a®+ 3a®b+ 3ab* + b*
kuberingsreglerna: { (@ — b)* = a® — 3a%b + 3ab? — b
konjugatregeln: a’>—b*=(a+b)(a—0b)=(a—b)(a+D)

a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)

faktoruppdelningarna: { a + b = (a + b)(a? — ab + b?)

Exempel.
a) 232 = (20 +3)2 =202 +2-20 - 3+ 3? = 400 + 120 + 9 = 529.
b) 292 = (30 — 1)> =30* —2-30- 1+ 1% = 841.
c) 37* — 332 =(37—-33)- (37 +33) =4 - 70 = 280

O

OBS: a” 4 b* (liksoma® + ab + b* ocha® — ab -+ b%) kan ejfaktoruppdelas (med reella
tal).

En generalisering av formeliof o> — b* arallmanna konjugatregeln

an_bn:(a_b)(a’nfl+anf2_b+an73_b2+_”+a_bnf2+bnfl)

som visas genom ihopmultiplicering av parenteserrizgra ledet.

Exempel.
a) (3a+4b)* = (kvadreringsregeln= (3a)?+2-3a-4b+ (4b)* = 9a*+24ab+16b*
b) (3+2?)(2* —3) = (2% + 3)(2? — 3) = (konjugatregelp= (z?)? — 32 = 2 -9

c) (z —2y)? = (kuberingsregeln= 2% —3-22 -2y +3 -2 - (2y)* — (2y)3 =
23 — 622y + 1221 — 8°

d) Faktoruppdelningiz? — 9a* = (2x)? — (3a*)* = (konjugatregelip=
= (27 + 3a®)(2z — 3a?)
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e) Faktoruppdelningi2z*—22°—18z® = (alla gemensamma faktorer brytes st

=223 . (62 — 2? — 9) = —22%(2® — 6z + 9) = (kvadreringsregen= —2z3 -
(z—3)

f) Faktoruppdelningz? + 8zy® = z - (2% + 8y°%) = z - [2* + (24?)°] =
= (enligt formeln bra?® + 03) = z - (v + 2y?)[2? — x - 2y + (2y?)?] =
=x - (x+ 2y?) (2% — 2zy* + 4y) O

1.9.2 Pascals triangel oclia + b)"

Koefficienterna i utvecklingen afu + b)™ kan beshmmas med Rjp avPascals tri-
anget

n=>0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
. 0.S.V.

Den sistaraden innébatt(a+b)° = 1-a°+5-a*-b+10-a*-b*+10-a*-b°+5-a-b* +1-b°

Ett tal i triangeln erhlles genom addition av de&val, som sir rarmast snett ovaof.
For att inse att detta ger koefficienterna i utvecklingen kan viggupt 0)*. Vi har ju
att(a +b)* = (a+0)- (a+0)3 Men(a+0b)* = a®+ 3a®b + 3ab® + b>. Alltsa ar
(a+b)* =a-(a®+ 3a?b+ 3ab® + b*) + b (a® + 3a®b + 3ab® + b*). Man far en term
a*b ur bada produkterna, dels a?, delsa - 3a?b. Koefficienten &r a®b ar summan av
koefficienternadr a® ocha?b.

Pa sammadtt fungerar detdr alladvriga termer ocké.
Exempel.

a) (a+b)*=a*+ 4a3b + 6a%V? + 4ab® + b*

b) (a —b)* = (a+ "b)* = a* +4a®(7b) + 6a*(7b)? + 4a("b)> + (Tb)* =
a* — 4a®b + 6a2b® — 4ab’® + b*

c) (a+b)% = ab+ 6a°b + 15a*b? + 20a30® + 15a*b* + 6ab® + b°
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1.9.3 Rationella uttryck

Rakning med rationella uttryclofjer sammaakneregler somakning med rationella
tal. Vid additionar det hmpligt att brianga med "& lite som njligt”. Man bestmmer

i s& fall minsta gemensammamnare i sillet for att "multiplicera korsvis”. Br att
besamma minsta gemensammamnare bebtiver man faktoruppdela de olika termer-
nas ramnare. | detta kapitel meddtp av kvadrerings- kuberings- eller konjugatregler-
na, senar@ven med Hglp av faktorsatsen och polynomdivision.

Exempel.
a) bma_Tla=b) _- (a_b>,varavbljeratt
& C C
b—a [ a—-0bY\ _ a—>b . 1
a2 -0 \a?2-02) (a—b)a+b))  \a+b
4,7 9.3.5. p41 3
b) 30z%y"  2-3-5-x :5i:2.5-x3-y_3

120y10  2.2.3.¢y10-7 23
— — — 1
o LY _ Ty :—(u>:—_

xy—x2  x(y—x) z(y — x) x

d) (%+g+2)+(1_£) :(a2+b2+2ab)+(a2—b2) _

b a? ab a2b

(a*+b*+2ab)-a*b  (a+0b)?-a  (a+b)a

ab- (a2 —v2)  (a+b)(a—10) a—b

5 1 3z +1 .
e — — = (faktoruppdela amnarna =
)Qx—Q 3x+1—x2 ( PP 2
5 1 3z +1

20r—1) 3z (r+1)(z—1)
{ minsta gemensammamnarear2 -3 -z - (x + 1) - (z — 1)}
5-3x(z+1) 1-2(zx+1)(z—1) Bz+1)-2-3z

T 2z—1)-3z(z+1) 3z-2z+l)z—-1) (@+l)x—1)-2-3z
(152° + 152) — (22 — 2) — (182* + 62)  ~ba?+9x+2
2-3-z(z+1)(x—1) - 6w(z2—1)
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1.9.4 Rotuttryck

Vid omskrivning av rotuttryck kan man givetvis anvda alla deakneregler somaler
for reella tal. Det man speciellt skafirtka g ar (1/a)” = a oma > 0 ochva? = |al.

Exempel.

2
3— -3 ve—3
a) \/%:_\;m:_( C_3> = "Vc—3 omc>3.
OBS: /¢ — 3 ar definierat om: — 3 > 0, d.v.s. omc¢ > 3, menl/y/c — 3 ar
definierat endast om > 3.

a a a
b = pum— pu—
) Voo Jalia Vo Jita
a [ 1/V/1+a om a>0
|a|w/1+a_ —1/vV/1+a om —1<a<0.
OBS: Var uppnarksam @ tecknet vid inmultiplicering i och utbrytning ur rotut-
tryck! 0

1.9.5 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 1d

1.9.1 Forenkla

a) 10t — ldu+Tv —t — 8v + 14u — 8v — u
b) 70a + 20c + 33x + ¢ — x — 28a — 40a — 9c + 41x

1.9.2 Forenkla
a m+2p—(m+p—r) b) 3¢ — (2a+ ¢ —5b) — (2b — 2a)

C) 7Ta—2b—[(3a—c)—(2b—3c)]
1.9.3 Forenkla
a) 2xz"-10zz b) a®b'c- (“3ac?) - 9abe

c) ~2p%qr-pq’s®- (TTqr?)

32



1.9.4 Forenkla
a) (3z%y)3 b) (4ab®c®)*(72ab)> c) (a®)P - (aPb?P)% - bP
1.9.5 Omforma (genom att multiplicera ihop parenteserna)
a) (2z—y)(z+2y) b) (22 —y)(z+2y)(z —y)
c) (a+x)(a* — a*xr + a*z? — ax® + 2*)
d) (22— 2z +3)(2 — 3z — 22?)
1.9.6 Utveckla
a) (3a — 4b)? b) (a®+ 2b?)?
c) (m'+4)*+ (m' —4)?
1.9.7 Forenkla
a) (6—x)(z+06) b) (a*+y)(a® —y)
c) (23 +3)(x®—3)(25+9)
1.9.8 Utveckla
a) (y+3z)? b) (3z+2y%)3 c¢) (z*—62)®

1.9.9 Uppdela i faktorer

a) z?—at b) 9z% — 2522

c) 18z + 81 + a2 d) z'y+ 42%y® — 42%y?
e) vt -z f) 3a3 + 8143

g) 22 —af h) 542%y" — 1625y

1.9.10 Utveckla

a) (z—1)° b) (1-y)’ ) (2z+a®)® d) (ay*—3z2)°

1.9.11 Forenkla

6a’b%c b) 32x™yP
16ab3c3 36z 1ypr—1
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0 2ag az y? d) 12222 + ig:;yQ — 822y
1.9.12 Forenkla

a) (2a+2b)/(b* — a?) b) (2% — 4a)/(42® — 4z + 1)

c) (x—y)*/(y—x)° d) (0°—9)/(b° —6b* +9)

e) (a®*—0b%)/(b—a)? f) (a®*+1)/(a—a*+a®)

9) (' —16)/((z +2)(2° —8))
1.9.13 Forkorta (om ndjligt)

a) (a’+b%)/(a+0b) b) (a*—0")/(a—10)

c) (a*+b")/(a+D) d) (a®—0°)/(b—a)

1.9.14 Forenkla
2
x oy 1 1 1 1
——= |-+ b l—— )+ 1+ —
? (y2 96) (l‘+y2) )< x4> (+fc3
0 (x+y_w—y)+<x+y_2+x—y>
r—y x+y r—vy r+vy

Y (UTG - 17/[) " 2bl/a i ai/b> B (a2 Zb4b2>

1.9.15 Skriv som ett bak (pa sa enkel form som iijligt)

a) L + L 2 b) 1—|—1+ L
r—3 x+3 =z 20 x? —dx
1 1 1 1 1
C d
) x2+x+1—x2 ) x3—8+2x2—8+8—4x

1.9.16 Forenkla och avgr for vilka varden @ c som likheten @ller.
a) V2 +4c+4 b) ¢/Vc? c) (vc)?/c
d) (2—=9¢)/vVI—c €) ¢/ —2c2 f) V3 +2¢2/c
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2 Ekvationer

| det har avsnittet ska vi bara diskutera vad en ekvatoich hur den kan dyka upp
vid problembsning. Vi ska inte alls oroa os8rfhur man dser dem. Det kommer i de
foljande avsnitten.

En ekvationar helt enkelt en likhet som innaher en eller eventuellt flera obekanta
variabler. Vi tar ragra enkla exempel.

Exempel. Likheten21 — x = = — 3 ar en ekvation med en obekantOm detar en
enda obekant i ekvatione@ $rukar man ofta av tradition aamda bokstaven, men
det car lika bra med vilken bokstav (symbol) som helst. Likhetén- ¢ = 1 ar en
ekvation med en obekant som heger

Detar vanligt ock& med ekvationer med flera obekanta. Likheten- 2y = 31 ar en
ekvation som innéler tva obekanta: ochy. O

Vad ska man @ ha ekvationer till? En ekvation a@der man till att beskriva ett sam-
band som innediler nAgonting somér obekant och som mainskar ékna ut vad det
ar. Vi tar en titt fa "agra exempel@problem som man kan ha nytta av en ekvatiim f
att losa.

Exempel. Kal har en storasyster som heter Ada. Skillnadéandpm ialderar lika
mangaar som Kal fyllde br 3ar sedan. Adar 21ar gammal. Hur gammair Kal?

Losning. Vi betecknar Kals nuvaranddder medr. Skillnaden mellan deraderar
da 21 — x och for 3 ar sedan fyllde Kak — 3. En ekvation som beskriver sambandet
aralltd21 —z =z — 3. O

Exempel. Vi soker nu ett tal med den magiska egenskapen att om niemkfradraten
av talet subtraherar taledy sa far man exakt 1. Vilkeér talet?

Losning. Vi betecknar det c&nda talet med. Subtrahera talet ajv ifran kvadraten
av taletar g> — g och detta skulle bli 1. Allt& far vi ekvationen® — g = 1. O

Exempel. Bedaar i godisafren br att kbpa brdagsgodis. Hondper 3 likadana
chokladkakor och 2 likadana tablettaskar. Hon betalar 31 kronor. Hur mycket kostar
chokladkakorna respektive tablettaskarna per styck?

Losning. Vi betecknar priset & chokladkakan med och priset @ en tablettask med
y. Det totala priset @ Bedasdrdagsgodis blir 83z + 2y. Hon betalade 31 kronoés
vi far alltsa ekvationez + 2y = 31. O
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2.1 Forstagradsekvationer

Vi ska nu ltirja titta pa hur man dser ekvationer. Dedr viktigt att veta vad manaf
gora med en ekvation och vad man infe tora. | det lar avsnittet bebiver vi bara
3 grundhggande regler. Déir tillatet att: (1) addera eller subtrahera samma sak fr
bada sidor av likheten, (2) multiplicera eller dividerada sidorna medagot som inte
ar 0 samt (3) érenkla de t& sidorna av likheten vabf sig. Alla dessa tre operationer
leder till en ekvivalent ekvation, dvs mamdrar inte A losningarna till ekvationen.

Vi borjar med den allra enklaste typen av ekvationgkallade linfira ekvationer. Man

sager att en ekvatioar linjar om defr sa att det enda man gjort med de obekairtatt

man multiplicerat dem med ett tal och sedan adderat eller subtraherat de olika termerna
med varandra och med tal.

Exempel. Ekvationen2l — x = x — 3 ar linjar for den enda obekanta variabein
har bara adderats och subtraherats med tal. Sammaisak f- 2y = 31 dar de ha
obekanta bara multiplicerats med tal.

Daremotar ekvationeny? — g = 1 inte linjar cd den obekantedr har multiplicerats
med sig silv. Inte heller ekvationemy = 1 ar linjar cd man kr multiplicerat de t&
obekanta med varandra. O

Linjara ekvationear det enklaste som finns aftsla. Vi orjar med att titta f linjara
ekvationer med 1 obekant som vi kallar Strateginar enkel. Samla alla termer som
innehaller z pa en sida och alla talgpden andra.

Exempel. Vildser ekvationefl — x = x — 3:
21—z =2-3<=2l—-z)+zx=(r—-3)+r<=21=21—-3

24 2z
21+3:(2:p—3)+3<:>24:2x<:>3:7@12:@

Har betyder dubbelpiler=> att ekvationernir ekvivalenta. Vi ser alltsatt ekvatio-
nen har en end@séning, ramligenz = 12. (Darmed vet vi allt att Kal ifran exemplet
i forra avsnittetir 12ar.)

Vi ldser nu ekvationepl + 2 = ¢ — 3:
2l+r=2-3<= 2l+2)—2x=(r—3) —x <= 21=-3.

Har forsvannz och kvar fick vi bara orimlighetedl = —3. Ingetz i varlden kan &
den likheten att glla, alltsa saknar ekvatione$ning.

Avslutningsvis bser vi ekvationen2 — (r — 3) = 15 — x:
12—(z—3)=15—2r<=12—2+3=1—ax<= 15— =15—x <= 15 =15.

Denna sista likhet @ler uppenbarligen alltidstill denna ekvatiorar alla tal en
l6sning. Den har alléscandligt manga bsningar. O
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Vi sag i exemplet att en lidr ekvation med 1 obekant kunde ha 1, 0 ellandligt
manga bsningar och dettar faktiskt de enda jligheterna som finns. Vi ska nu tit-
ta pa en linar ekvation med mear en obekant. B blir strategin att &lja ut en av
variablerna attdsa ut (A ensam @ ena sidan) & samma &tt som vi gjorde med:
ovan.

Exempel. Vil dser ekvationeBzx + 2y = 31 genom attdsa uty:

31 — 3z
3r+2y=3l<= Bx+2y)—3r=31-3x<=2y=31-3x <=y = 5

Har ser vi att dr varjex vi valjer s far vi precis etty namligeny = (31 — 3z)/2. Vi
far alltsd candligt manga par avdsningar. T mojliga losningarar t exz = 5,y = 8
ellerz =6,y = 13/2.

Denna ekvation var ju den vi hadedifa avsnittet & Beda kpte ett antal chokladkakor
och tablettaskar. Vi ser nuan vi l6ser ekvationen att det inte finns unishing och
darfor racker inte informationen till atédkna ut vad godiset kostar per styck. [

Om man har en lirgr ekvation med mein 1 obekant&far man alltid é@ndligt manga
losningar (eller ingerdsning alls om alla obekantarsvinner @&r man 6renklar).

2.1.1 Ovningar

2.1.1 LOs ekvationerna:

a) 32—x)=—(1+2x) b) 3(b—3z)—-2(4—2x)=10

c) 3(6—3x)—24—x)=7—Tz d) 3(b—3z)—24—2)=6—"Tx
2.1.2 L0os uty i foljande ekvationer:

a) 32—z)=—(1+y) b) 3(5—3y) —2(4—z) =10+ 2y

2.2 Andragradsekvationer

Ocksa andragradsekvationérder man genom att addera eller subtrahera samma tal till
bada sidor av ekvationen, multiplicera eller dividegdh leden med tal# 0), eller
gora omskrivningar.

Den enklaste typen av andragradsekvation&r- a dara ar ett positivt tal, kan man
l6sa helt utan kalkyler. Vi har ju atfa ar det positiva tal vars kvadrata, (1/a)? = a
oma > 0 . Eftersom det ocks daller att (—/a)? = « sa har ekvationen de &
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l6sningarna/a och —/a. Att det inte kan finnas flelsningarnaterkommer vi till i
kapitel 2.5.

Ekvationenz? = 9 har alltsx de t\& losningarna (= v/9) och —3.
Exempel. Forhallandet mellan de & sidorna i en rektangélr 2:3. Om kortsidarar
10 mar alltsa langsidan 15 m. Vi skall besmtnma sidhngderna® arearar 54 nt.

Losning.Om kortsidanar 2 m sa ar langsidara m och arear6a®> m?. Alltsa skall
a vara bsning till 6a> = 54. Division med 6 gew? = 9 vars bsningarar 3 och -3.
Endast positivadsningen kan vara relevarét sektangelsidornar 6 respektive 9 mJ

Den rést enklaste typear (x — b)? = a dara ar ett positivt tal. Hirarz — b ett tal vars
kvadratara. Daarx — b = \/a ellerz — b = —/a. Losningarna tillz — b)? = a ar
saledesr; = b + /a ochzy = b — \/a.

Exempel. Ekvationen(z — 2)? = 9 har de ta losningarna som ges av— 2 = 3 och
r — 2= —3. SAledesr; = 5ochzy = —1. O

Exempel. Langsidan i en rektangéal 6 meteréngrean kortsidan. Vi skall beémma
sidlangderna& arearar 55 n¥.

Losning.

Antag att kortsidasrz m. Daar langsidan: +6 m och are-
anxz(x + 6) m>. Vi soker saledes endsning till ekvationen
z(z 4 6) = 55.

z(x + 6) = 55 & z? + 6z = 55. Genom att adder@ till v ansterledet? + 6x blir
uttrycket engmn kvadratz® + 6z + 9 = 2% + 2 - 3z + 32 = (v + 3)*.

Addera drfor 9 till bada sidor av ekvationen(x + 6) = 55 & 22 + 6z = 55 &
2 4+6x+9=55+9< (z+3) =64 zr+3=8ellerc+3=-8<r+3=38
ellerx = —11 . Endast positivdsning:z = 5. Sidornaar 5 respektive 11 m. 0J

X+ 6

Metoden i exemplet kallakvadratkom- ‘
plettering Genom att addera en kvadrat X WA D 3x
med arear m? gor vi om rektangeln till |
en kvadrat med sidamn + 3. Rektangeln

har arearb5 m?, kvadraten har areafv / 33%33333
2 ARANARANN
m-. W

ARARN
NN
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X+2r

Pa samma &tt kan man kvadratkomplet- ‘
tera alla andragradsuttryck? + 2rz kan X w2 rx
ses som arean av en rektangel med si- ‘
dornaz och z + 2r. Genom att addera

en kvadrat med sidan erhéller man en N
kvadrat med sidam + r. R

AN
AN\
AARAAARARRRRN

Man loser alla andragradsekvationer medlhjav kvadratkomplettering:
2 _ 2 —
+pr+q=02"+2-5.0=—q&
2 2 2 2
v +2- 52+ (8) =) —ge (@+5) =) —q¢

. P P\?2 P P\?
varfor — = (—) — g eller — = — (—) —q.
T+ 5 5 q T + 5 5 q

Andragradsekvationer¥ + pr + ¢ = 0 har btterna

=—5\(5) =55
= =) —q och zy=-2—4/(2) —¢q
1 9 + 5 q T3 5 5 q

Resultatet ovan har du a@nt manga gnger. Ofta skrivs det meshformel:

2
T = —g + 4/ (g) — ¢. Denar inte & s\ar att memorera, men minnet bltt lite

diffust efter ett tag. @rfor ar det betydligt Attre om duaven kan kvadratkomplettera
och [ det viset komma fram tilldsningen utan att aéwda formeln. Tecknet ar
praktiskt vid kalkyler men mandy alltid ange de t& rotterna separat.

Exempel.

a) Ekvationenr? + 6z + 5 = 0 har btterna

Tio=-34++/(-32-5=-3+/9-5=-3+V4=-3+2duvs.

ry=-3+2=-1lochzy=-3-2=-5

. . 3 3
b) Ekvationert + 3z — 4z = 0 kan skrivasr® — 5= 0.
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Denna harotterna

3 3, 3 3 9 3 9496 _3, 1
Y 0 E . VR B AU AT Dk B R NV
2= g G T2=s*Va s 61 sTg V105.

Saledesr; = (3 + v/105)/8 ochzy = (3 — 1/105) -

Observera! Detar inte alltid rodvandigt att akna Br att besimma en ekvation$tter.
detta illustreras aviljande exempel.

Exempel. Ekvationen(z —1)(z+3) = 0 har de t& ldsningarna;; = 1 ochzy = —3.

Detta Prklaras av att en produkt avéwal ar 0 om minst ett av talear 0, men inte
annars. Produktefy — 1)(z + 3) ar alltséd 0 bara omx — 1 = 0 ellerz + 3 = 0 vilket
ger de ta losningarna.

Pa samma &t ser vi att ekvationen? + pxr = 0 har de ta losningarnar; = 0 och
To = —P. 0

Anmarkning: Om vi multiplicerar ihop de t& termernadr vi att (z — 1)(z + 3) =
2% 422 — 3. Ekvationenz? + 2z — 3 = 0 har alltsy de ta rdtternaz; = 1 ochzy = —3.
Det vi ser larar ett generellt fenomen: ekvationgh+ pz + ¢ = 0 har Btternaz; och
x5 0om och endast om? + pz + ¢ = (x — z1)(z — x5). Detta ger Bde en rijlighet att
kontrollera att dtternaar korrekta och en ijlighet att enkelt gissa heltatsiter.

Observera! En ekvationz? = a, dara ar ett negativt tal, saknar reellétter. Det finns
ju inte ragot reellt tal vars kvadratr negativ. Gremot finns det komplexa@s$ningar.
Ekvationenz? = —4 har ldsningarnar, = i ochxy, = —i dari ar denimagirara
enheten Genom kvadratkomplettering ser vi att ekvationen+ 2o + 2 = 0 har
rotternar, = —1 + i ochzy, = —1 — 4. Vi aterkommer till detta i ett senare kapitel. |
detta kapitehr vi endast intresserade av reetianingar.

2.2.1 Ovningar

2.2.1 L0s ekvationerna
a) ¥?+3r—4=0 b) 3+2r—22=0 ) 222=3+=x

d) 32+722=0 e) 42> +9 =12z f) 522+ 3x=1
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2.2.2 Kvadratkomplettera

a) »°+4r+1 b) 42? — 36z +100 c¢) 3 — 12z — 22
2.2.3 Faktoruppdela (med reella tal)

a) >’+1z—6 b) 8 —6x — 222

c) 22—z —1 d) 2> +2+1
2.2.4 Angiv en andragradsekvation mditterna

a) 2och—5 b) —1ochZ c) 1++v5ochl —+/5

2.3 Ekvationer som leder till andragradsekvationer

En del ekvationer kadverforas till en andragradsekvation genom en algebraisk om-
skrivning.

Observera! Om en ekvation multipliceras med en faktor, som irligy den obekanta
variabeln, kan maréfextra btter. Ekvationeriz — 1)(z — 2) = 0 har tternaz; = 1
ochzy = 2. Om vi multiplicerar med: — 3 far vi ekvationen(z — 1) (z —2)(z —3) = 0
som har ytterligare en rat; = 3.

Pa samma&tt leder oftast division till attdtter tappas bort. Ekvationert + 42 = 0
har otternaz; = 0 ochxz, = —4. Division medzx leder till ekvationen: + 4 = 0,
rotenz; = 0 tappas bort.

Det ar darfor extra viktigt att pova de er@lina tterna i den givna ekvationen och,
naturligtvis, finka sig nogadr da man dividerar med en faktor som indgdler den
obekanta.
Exempel. Vil dser ekvationen — 5 =0

x4+ 2
Losning.Ekvationen multipliceras med + 2.

Rotterna till den nya ekvationer(z + 2) — 8 = 0 beshms med kvadratkomplettering:
r(x42)—-8=0& 1’42z =8 1*+2r+1 =9 (z+1)* =9 & 11, = —14£3.

Rotternaar x; = 2 ochxzy = —4. Vi provar dessa i ursprungsekvationen och finner
att badaar korrekta. (Eftersom vi multiplicerade med+ 2 ar enda rijliga falska
roten—2. Kontrollen var logiskt setbverflodig men man or alltid kontrollera genom
insattning.) O

Vissa ekvationer, som innéher rottecken karbverforas till en andragradsekvation
genom att de &da leden kvadreras. Detta bygg@rait oma ochb ar positiva tal och
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b = /asaarb® = a. Notera att omb ar ett negativt tal och = —,/a sa ar ockf
b* = a. Den kvadrerade ekvationé@anha fler btteran den givna.

Exempel. Vil dser ekvationer/2z + 143 = .

Losning. Ekvationen kvadreras. Den nya ekvatiorian+ 143 = x? skrivs om till
z? — 22 4+ 143 = 0.

Denna hardtternaz; , = 1 ++/144 = 1 + 12.

Rotenz;, = 13 ar rot till givna ekvationen eftesori2 - 12 + 143 = /169 = 13.
Daremotarz, = —11 en s.kfalsk rot /2 - (—11) + 143 = V121 = 11 # —11.
Denna falska rot edlls pa grund av kvadreringen oéh rot till ekvationen

V2zr + 143 = —x. U

Exempel. Vil dser ekvationen + /22 + 5 = 2x.
Losning. Ekvationen kan skrivag/xz? + 5 = 2z — 1.

Kvadrering gerr? + 5 = (22 — 1) som utvecklas tilk? + 5 = 42? — 4z + 1, d.v.s.
32?2 — 4x — 4 = 0, som bses.

Man farz; = 2 ochz, = —2/3. Nu maste pévning ske genom irétning i den givna
ekvationen, ellehellregenom pdvning i ekvationen/z? + 5 = 2z — 1, varvidendast
tecknet bebiver provas eftersomy® = p < ¢ = /p ellerqg = —/p:

ry =2gerhogerled HL =27 —1=2-2—-1=4—-1=3> 0,54z, = 2arenrot

till den givna ekvationen. & sakerhets skull kontrollerar \aven \anster led (vi kan
ju ha @knat fel):VL = 22 +5 = 4+ 5 = /9 = 3 vilket bekiftar attz, = 2 ar

en rot till den givha ekvationen.

zy=—2/3gerHL =2-(—2) —1<0.Alltsdarz, = —2/3 en falsk rot.

Svar. Ekvationen har rotem; = 2. O

Flera olika typer av ekvationer, t.exafidegradsekvationer som saknar och z3-
termer, vissa ekvationer som inrédler rotuttryck och en del andra, kéwerforas till
andragradsekvationer meahhpligasubstitutioner

En fjardegradsekvation, som saknaroch z3-termer,az* + b2z? + ¢ = 0,
kan med substitutionem®> = » overforas till en andragradsekvatioorfz,
az? 4+ bz +c=0.

Om denna andragradsekvation har de posititernaz, ochz,, sa har den ursprungli-
ga fiardegradsekvationen de reelidternar, » = £,/z; ochas, = £,/2, ty 2 =z.

Exempel. Vi | 6ser ekvationen* — 2022 + 64 = 0.
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Losning.Sattz? = z. Da fasz? — 20z + 64 = 0 med btterz; » = 10 £ /100 — 64 =
10 £ 6, d.v.s.z; = 16 ochz, = 4.

22 =z =16gerx; =40chxy, = —4, 22 = 2, = 4 gerzs = 2 ochay, = —2.
Rotterna tillz* — 2022 + 64 = 0 ar4, —4, 2 och—2. O

Ibland ar det enklast attdlsa en ekvation som innaher rottecken med Bjp av en
substitution.

Exempel. Vi | 6ser ekvationen + /= = 6.

. . o O .. .- ]- 25 _1 j: 5
Losning.Satt/z = 2. Da fasz? + z = 6 vars ptterar Z19=—==* ”Z = ,

2 2
21 = 2, 29 = —3.
VIr=2z=2=1z=4,\/r =2z = —3arorimligt.
Den givna ekvationen har en enda rot- 4. O

2.3.1 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 2a

2.3.1 Los ekvationerna

a) r+3=4-27" b) z+9271 =12 c) 34z 2=zg"

2.3.2 L0s ekvationerna genom kvadrering

a) r—6=+/x b) s +1=+vV224+5 ¢) v—2=+Va?—4x+5

d) 3+ vVa2—6x+9=2z 9) Ve +1-vVr+6—2=3

e) r+2y/x =38 h) 2z +vVa2+z=1

f) Ve+132=12 ) Ve+3=+vVzr—-2++x-5
2.3.3 L0s ekvationen

a) r*—-722+12=0 d) 242% =72+ 22*

b) 1225 — 7422 + 2% = 0

c) z*—22—-12=0 e) 6z =722 +3

2.3.4 Los ekvationerna med substitution

a) r—6=+/x b) 46z =1 C) x+2=3x

43



2.4 Linjara ekvationssystem

Ibland har man flera ekvationer med flera obekanta, och marosal ékvationssyste-
met, dvs hitta alla &rden br de obekanta som uppfyller alla ekvationer samtidigt.

Nar man skall bsa ett &dant systemdrsoker man genonelimination skaffa sig en
ekvation, som endast innaler en obekant. Br man \al har bst denna kan maratta
in vardet i en av ursprungsekvationerna o@sd Hr den andra obekanta variabeln.

3r+2y=2>5

Tr+3y=1

Metod 1: (SubstitutionsmetoderMan kan isolerar i den forsta ekvationen ochéf
x = (5—2y)/3.

Nar man &tter in detta (substituerar) i den andra ekvatiord&@mfan

Exempel. Los ekvationssystem{t

75—-2y)/3+3y=1<=35—14y+9y=3<=32="5y

och darmedy = 32/5 = 6,4 ochz = (5 — 2y)/3 = —13/5 = —2,6.
Metod 2: (AdditionsmetodenMultiplicera (for att eliminerar) de givha ekvationerna
med7 resp.(—3) och addera:
21z + 14y = 35
—2lz — 9y = -3
5y = 32

Har far many = 32/5 = 6,4, som insatt i en av de givna ekvationerna (vilkken som
helst) gerr = —13/5 = —2,6.

Svar.x = —2,6 ochy = 6,4
OBS:Man bor alltid kontrollera svaregenom in&ttning i de givna ekvationerna!l]

Anmarkning 1. | exemplet ovan gller att:

3r +2y =95 3r +2y =95
Tr+3y=1 oy = 32

dar det lbgra ekvationssystemat triangulart, d.v.s. koefficienternat = ochy bildar
en triangel. Nr ett systendr trianguéirt, 1 ar en av de obekanta redan eliminerad i
sista ekvationen gssystemeér forberett br 16sning.

Anmarkning 2. Det spelar ingen roll vilken av variablerna man eliminerarpsan

kan brja med den som leder till de enklaste uttryck. Variablerna kan ha andra namn
anz ochy, vilka som helst egentligen; ochv ar ganska vanliga. Man kan dessutom
utvidga metoderna till system m@ckller fler ekvationer (och eller fler variabler).
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Anmarkning 3. Geometriskt motsvarar den ldma ekvationemx + by = c enrat
linje. (Harara, b, c fasta parameter och y variabler). Ett system av &sadana lingra
ekvationer motsvarar allisskarningspunkterna mellanawata linjer, och har d&rmed

e enlosning om deata linjernaar skarande
e ingenlosning om dedata linjernaar parallella (och olika)

¢ oandligt manga bsningar om deata linjernasammanfaller

7

2.4.1 Ovningar Efter dessaar det lampligt att gora prov 2b

2.4.1 Los ekvationssystemen:

2z + 3y =10 3z —2y =10 20 + 3y =2
a){2a:—y:6 b){x+y:5 C){7m+5y:—4
3r—2y=3 Sr+y=3
d){9x—6y:8 e){10x+2y:6
f){ 15s + 14t = 59 ){ 1/x+1/y=5/6
12s — 35t =1 1/x—1/y=1/6
6x + 5y + z =45 20 —y+2=20,1
h)< bx+2y—2z=23 ) z+y—2=9,9
13z —Ty+2=6 3xr + 2y + 8z = 30,4
a+2b+c=3 r+2y+22=3
DS a—b+2c=2 KYS Bo+y+22=7
3a—2b+c= -3 dr+4y+z2=0

2.4.2 En person som tillfigades om silder svarade: "&r 9 ar sedan var jag6
ganger & gammal som min son, men onaeblir jag blott4 ganger & gammal.”
Hur gammal var han? (Du kan b@&ra rakna med halar).

2.5 Polynom, ekvationer av libgre grad, faktorsatsen, polynomdi-
vision

Vi ska nu titta lite [ polynom. Polynom be&t av en summa av termea formenaa™,
dar koefficienter: ar ett tal,potensem > 0 ett heltal (med andra ord ett naturligt

45



tal) samtz en variabel. Den &gsta potensen med koefficienten skild ifin 0 i ett
polynom kallas &r graden av polynome(Istallet for z kan man érstas anénda en
annan variabel om marawill.)

Exempel. Nar vi loste andragradsekvationérisade vi uttryck p formemz? + 3z + 1.
Dettaar ett polynom av grad 2. Uttrycket + 32 + x ar ett polynom av grad 4.

Daremotarinte uttryckenz? + z~! + 1 eller z? + \/z + 1 nagra polynom & potensen
i den andra termen iné@r ett naturligt tal. O

Vi l aterp(z) beteckna ett polynomardet i en punkt for polynometar p(a), dvs vi
ersatter helt enkelt: meda. Ett nollstille till polynometar ett talb sadantp(b) = 0.

Exempel. Latp(z) = 2% + 3z + 2. Vardet i 2ar dAp(2) = 22 +3-2+2 = 12
ochvardet i -1arp(—1) = (=1)2+ 3 - (=1) + 2 = 0. Alltsd ar -1 ett nollsalle till
polynomet. O

Det finns ett viktigt samband mellan noldien till ett polynom och faktorer till poly-
nomet. Bljande sat&r mycket viktig att belarska br att kunna arbeta med polynom:

Faktorsatsen Antag attp(z) ar ett polynom och ett tal. Daara ett nollstlle
till p(z), dvsp(a) = 0, om och endast om — a ar en faktor ip(z), dvs

p(x) = (x —a) - q(x),

dar q(x) ar ett polynom med grad ett mindéap(x).

Exempel. Vi sag i exemplet ovan att -ar ett nollsélle till polynometp(z) = 2% +
3z + 2. Enligt faktorsatsen vet viatmed att

2+ 30 +2=(r—(~1)) -q(z) = (z +1) - g(),

darq(z) ar ett polynom av grad 2-1=1. Alésar ¢(z) = kz + m for nagra talk ochm.
Vi kan rakna ut vad;(x) ar genom att utnyttja likheten

2 430+2 = (v+1)-q(z) = (z+1)(kx+m) = kx* +kr+ma+m = kx®+(k+m)x+m.

Genom att identifiera koefficienternarfz? far vik = 1 och om vi identifierar konstan-
terna & far vim = 2. En extra kontroll &r man genom att man ser att koefficienterna
for x ar 3 respektivég +m = 1+ 2 = 3. Alltsa ar

> +3x+2=(z+1)(z+2),

och allt@xar ocks -2 ett nollslle till polynomet. (Eventuellt kanske du kunde listat ut
att det skulle vara just + 2 direkt i huvudet?) O
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Metoden som arandes i exemplet att hitta den andra faktoan man l&nner en faktor
i ett polynom kallasdr kort division. Man kan alternativt aéwnda sig avdng division
med liggande stolen ungafsom or tal. Vi illustrerar de té metoderna i ytterligare
ett exempel.

Exempel. Vi tittar pa tredjegradspolynomef — 9z + 10. Genom att testaasser vi
att 2 ar ett nollsélle till polynomet, ty2* — 9 -2 + 10 = 0. Darmed vet vi enligt
faktorsatsen att — 2 ar en faktor och att® — 9z + 10 = (z — 2)q(z), dar ¢(z) ar ett
andragradspolynom.

Vi bestiammer brstq(x) med kort division. Vi har
23— 924+ 10 = (x — 2)(ax® + bz + ¢) = ax® + (—2a + b)ax* + (—2b + c)x — 2c.

Koefficienten frambr 2® gera = 1 och konstanten geil0 = —2c sac = —5. Koeffici-
enten frambr 22 ger nu0 = —2a + b = —2 + b sab = 2. Kontroll med koefficienten
framfor x ger—9 = —2b + ¢ = —2 - 2 — 5 vilket sttmmer alldeles utérkt.

Vi utfor nu lang division med liggande stolenaHbesammer man successivt koeffi-
cienten br den ldgsta kvarvarande potensen.

X2 X2 +2x x2+2x -5
x3-9x+ 10 | x-2 x3-9x+ 10 | x-2 x3-9x+ 10 | x-2 x-9x+10 | x-2
-x2(x-2) -x2(x-2) -x2(x-2)
2x2-9x+10 2x2-9x+10 2x2-9x+10

-2x(x-2) -2x(x-2)
-5x+10 -5x+10

-(-5)(x-2)

0

| forsta steget &igar vi oss hur inga gnger @r hogsta termeny, i namnaren i bgsta
termen i &illjaren dvsr3. Jo den @r 2 ganger. Vi skriver detté@verst och subtraherar
sedanc?(z — 2) ifran @ljaren och &r2z? — 92+ 10. Nu fragar vi oss hur anga gnger

gar hogsta termeny, i namnaren i bgsta termen i det soétersér av @ljaren dv2z?.

Jo den @r 2z ganger. Vi hgger till dettadverst och subtraherar sedan > — 2) ifran
aterstoden aéljaren och &r —5x + 10. Nu fragar vi oss hur @anga ginger @r hogsta
termen,r, i namnaren i bgsta termen i det soatersér av &ljaren dvs-5x. Jo den @r

—5 ganger. Vi hgger till dettabverst och subtraherar sedaf(z — 2) ifranaterstoden

av taljaren och &r 0. Darmed ser vi att resten blir O (det visste vi ju redan) och kvoten
blir 22 + 2z — 5. O

Faktorsatsen kan man amda br att forkorta uttryck som beat av en kvot av t& po-
lynom. For att forkorta ett @dant uttryck raste man hitta en gemensam faktor mellan
de tvd polynomen. Vi tittar a ett exempel.
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Exempel. Forkorta

1'3—1'

3 4+ 5x?2 — 6%
sa langt det @r. Forst observerar vi att man kan bryta ut faktaror bade #ljare och
namnare som vidrkortar bort. Kvar blir @&

|

22+ 52—6

Taljaren kan vi faktorisera meddip av konjugatregeln tillz — 1) (x+1). For att kolla
om ragon av dessa&ar faktorer i rfamnaren & kollar viom 1 eller—1 ar ett nollsélle
till 22 + 52 — 6. Vi finner att 1ar ett nollsélle och faktoriserar (med kort division som
ovan)z? +5x — 6 = (x — 1)(x + 6). Darmed kan viérkorta bortz — 1 och far till slut

z+1
x+6

vilket inte kan brkortas mer.

Observera att det urspungliga och diakirtade uttryckeér lika for allaxz utomz = 0
ochx = 1. For dessa t& varden & ju inte det ursprungliga uttrycket definierat, O

Vi sag i ett exempel ovan att om man visste ett nallsttill ett andragradspolynonas
kunde man med Bjp av faktoriseringd det andra nollallet. For andragradspolynom

har vi ju redan en all@n metod dr att hitta nollséllen, men dr polynom av kgre grad

kan man ha stor nytta av denna observation. Antag att vi har ett tredjegradspolynom
p(x) som vi vill hitta alla nollséllen till och att vi kanner till atta ar ett nollsélle. Da

arp(x) = (xr—a)-q(x) darq(x) ar ett andragradspolynom. Ett noile till p(x) ar nu

ett nollstlle till antingenz — a eller till ¢(z). Alltsa for att hittadvriga nollstllen till

p(x) 4 hittar vi nollstllena till andragradspolynometx) vilket vi vet hur man gr.

Exempel. Vi | 6ser ekvationen® — 92 + 10 = 0. Vi sag i ett tidigare exempel att
23— 92 +10 = (x — 2)(2* + 2z — 5), A attz; = 2 ar en bsning och eventuellt andra
l6sningarar nollstllen till 2 + 2z — 5. Dessa hittar vi med formelf Iosningar till
andragradsekvationer:

a3 = —%i <§>2 —(-5)=-1+V6

Rotternaar alltfdz; = 2, 5 = —1 + v/6 ochay = —1 — /6. 0

Foljande resultat kan man ha nytta av. om man skaoka hitta ett nollsille till ett
polynom av grad 3 ellerdgre med heltalskoefficienter:

Antag att vi har ett polynom?® + cx? + bx + a dar alla koefficienteiar heltal. Om
x, ar ett heltal sonar ett nollsélle till polynomet & galler att konstanttermemar en
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multipel avz,. Med andra ord&ar varje heltalsnollgtle en delare till konstanttermen
a. Samma sakdler for polynoma™ + ... + bz + a av vilken gradn som helst.

Exempel. Vi tittar pa polynomet:* + 23 — 722 — x + 6. Det har endast heltalsko-
efficienter & om det har agot heltal som nollglle sa maste det vara en delare till
6. Mojliga nolls@llen blir alltsa {1, —1, 2, —2, 3, —3, 6, —6}. Om man testar dessa
tal & finner man att 4 av dei@r nollséllen ramligen{1, —1, 2, —3}. Vi kan allts
faktorisera polynomet som

g+t - Tt — x4+ 6=(r—1)(z+1)(z - 2)(z +3). 0

Om ett polynomp(x) har samma faktofz — a) tva ganger & sager man atu ar
en dubbelrottill ekvationenp(z) = 0 (om den Brekommer tre gnger & kallas den
trippelrot osv).

Exempel. Los ekvationerjz? — 2z — 7)? = 0.

Losning: Forst loses ekvationen? — 2o — 7 = 0, som har otternar;, = 1+ 2¢/2.
Polynomet kan faktoriseras som

(2 =22 —7)? = (z — (1 +2v2))*(z — (1 — 2v2))?%,
sal + 2v/2 och1 + 2v/2 ar dubbelbtter. O

2.5.1 Ovningar Efter dessaar det |lampligt att gdra prov 2¢

2.5.1 Forenkla bljande kvoter mellan polynonadangt det @r.
22 —2x+1
a————
2+ 3x—4
2 — 4z
a—M—
x* —Tx? + 6x
2.5.2 Los Bljande ekvationer. Tips: De har minst en rot sanett heltal.
a)z? + 322 +2=0
b)x? — 22?2 — 52 +6 =0
C)2z® + 142 + 22x +4 =0
d) 6+ 322 — 5 — 23 =0

2.5.3 Los foljande ekvationer. Ange onéigon av étternaar dubbelrot eller trippelrot.

a)(z—12=0
b)yz? —1=0
c)(z2—1)*=0

2.5.4 Faktoruppdeladljande polynom.
a)z® — 222 — 52 +6
b) 23 + 722 + 11z + 2
)6+ 32% — bx — 23
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3 Facit
1.1.1 (a)378restl8 (b) 357 (c) 7497 ar delbart med1
1.1.2 (a)319

(b) ~564

113 (@a+2-a-b
b)2-a-a-b+2-a-b-b—2-a-a—2-a-b=2a%h+ 2ab* — 2a*> — 2ab

1 _ 281 _ 196 17 251 344
121 (a)g (b) ] (©) 33 (d) 20 (e) o (] 255
13 1 _ 11
1 3 39 d) 24
123 (a) O ©) 5, (d)
38 10 273 11011
© 1= == @ 155 ") T=5
1.24 (a)~2 253 - 1349
@ (b) 340 (©) 1968
1.3.1 ()25 (b) 32 (c) 81 (d) 64
(e) 1 (f 100 (9) 1 (h) 1
1 1 1
132 (a)y (b) 5 (c)
1.3.3 (a)27" (b) 22 (c) 274
134 (a)— (b) ~72
21
141 (a) Ja.
(b) Ja. Motsatsen > 3 ar ju falskt.
(c) Nej.
142 1l.c—a=(c—b)+(b—a)>0
2. Exemplet
. b+d)—(a+c)=(d—c)+(b—a)>0

—c
4.b-c—a-c=(b—a)-c>0
5.a-c—b-c=(a—=b)-c="(b—a)-c=(b—a)-¢c>0

1.4.3 T.ex3 <4o0ch2 <6men(3 —2) < (4 —6) galler inte.
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151

152

153

16.1

1.6.2

1.6.3

1.7.1

1.7.2

1.7.3

1.8.1

1.8.2

1.8.3

@7

(@) ~2 ocho

@1<x<3

(@0.7

(e) V3

(@) +£5

(e) 0

(a) £

(e) ~(2+V5)

(@)3v/3

(e) V2

(&) £v2

(@) 3a

(e) Vo

(@3

(e) 9

(a) 33

(e) 210

(@) 3a

(b) 7

(© 0

(b) “4.50ch10.5 (c) 4

(c) 1<z<oOellerd<z<5h

(b) 300
) 10—+v2
(b) £v5

(b) 2

(f) 3—2v2
(b) v2

(f) V5

(b) 3

(e) Ingen reell rot

(b) vz
() Va?
(b)
(M)
(b) 22

O~ [N

) 5%

(b) a7

(e) Inget tal satisfierar ekvationen
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(b) 8<z<?2

(d) = =2

(€) 15v2

(c) £3

© V3—2

(c) 2v3
(@) V4

(c) +4

(© Ve

(c) 2
9) 5
(c) 23
(g) 23

(c) as

ol

(d) "1 och4

(d) v2/5

(d) £2/
(d) V11 +3
(d) ¥3

(h) 23

(d) 2

(d) /]al
(d)

(d) 312

(h) 2-33

(d) a2



5

(e) aiz ) zt
191 (a)9% —u—9v (b) 2a + 12¢ + 73x
192 @p+r (b) 3b+ 2¢ (c) 4a — 2¢
1.9.3 (a)202%:8 (b) —27a*b>ct (c) 14p3¢°ris?
1.9.4 (a)27z53 (b) ~128a%h7cS (c) a*b™

1.9.5 (a)2z?+ 3zy —2y®>  (b) 223+ 2%y — Say® + 23
) a® + 2° (d) 22423 +22%2 132+ 6
1.9.6 (a)9a® — 24ab + 160> (b) ab + 4a3b® + 4b*  (c) 2m® + 32
1.9.7 (a)36 — 22 (b) a* — 2 (c) z'2 —81
1.9.8 (a)y® + 9y%x + 27yx® + 2723 (b) 2723 + 54x%y? + 36xy* + Sy

(c) x'% — 182% + 1082° — 2162

1.9.9 (a)(z —a?)(z +a?) (b) 22(3z + 5)(3z — 5)
() (z+9)? (d) 2%y(z — 2y)?
(e) z(zx — 1) (2> +x+1) () 3(a+ 3b)(a® — 3ab + 9b?)
@ 2222+ 1)(z +1)(z — 1) (h) 222y(3y? — 22)(9y* + 632z + 42?)

1.9.10 (@)z® — 5z* + 1023 — 102% + 52 — 1
(b) 1 — 7y + 21y* — 35y3 + 35y* — 21y° + T9° — o7
(c) 3225 + 80z%a® + 80z3a* + 402%a8 + 10za® + a'®
(d) 2%y'? — 1825y102 + 135249322 — 54023y 23 + 121522y 24 — 1458zy22° +

72925
1.9.11 (,51)3_a6 (b) 8y (©) 20ty (d) 3zy + 5y — 2z
e 8c2 9x 2a
2 2%(1 + 27) -1
19.12 (a il Sl e 4 - -
D Oy Oay
b'+3 b* +3

D R T TR TRV

52



a® + ab + b? ) a+1 x? 44

() a—Db a @ 24 2x+4
1.9.13 (a)a® — ab + b? (b) a3+ a?b + ab® + b?
(c) Kan inte brkortas (d)~(a* + a®b + a®V* + ab® + b*)
z(z? —x+1)
x 1
C) — _
©° OF
18 202 — To — 2
19.15 (a e
@ 33 ®) =1
~1 8 — 222 — 23
(c) (d)

r(r+1)(z —1) Az —2)(x+2)(2? + 2z +4)

1.9.16 (a)|c+ 2|, galler for alla reellac
T 1 omec>0
(b) m_{ “1 ome<0
(c) 1, galler forc > 0
(d) “ev/9 — ¢, galler forc < 9
1
e) ———, galler forc > 2

0 lc[ve+2 ve+2 ome>0
c ]l Ve+2 omm2<e<0

galler for alla reellac £ 0

,gallerforc > 72,¢#0

211 (@z=7 (b) x = —% (c) Allatal. (d) Inga.

212 @y=3z—-7 (b)y= 23;;3

2.21 (a)loch—4 (b) —1 och3 (c) —1och?

(d) 0och—7 (e) 3 (f) —2542 och—3=20
222 @@z +2)2-3 (b) (22 —9)2+19 (€) 39 — (z +6)?
223 (a)(z—2)(z—3) (b) —2(z — 1)(z +4)
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224

231

2.3.2

2.3.3

234

241

© (x—1—LBya -1+ (d) 2? +2+1

(@) 22 +3z — 10 =0 (b) 622 —2—2=0

(€) 22 — 22 —4=0

(@)1 och—4 (b) 6+ 3v30ch6 —3v3

(c) Ingen reell rot

@9 (b) 2 (c) Ingenrot (d)2 (e) 4
() 12 (9) 3 (h) =2 (@) 6

(@)2, —2,v3 och—/3 (b) 5, —5, 7och—7 (c) 2 och—2

(d) v/6 och—/6 (€) L8 och—¥b

(@9 (b) 19 — 610 (c) 1 och4
@z=35y=1 ()z=4y=1 © z=-2 y=2

(d) saknardsning
(e) candligt manga bsningar, av formen: = ¢, y = 3 — 5t for alla reellat

(M) s=3t=1 @z=2y=3  (o=3y=5 =2
(i) =10, y=-0,04, 2=0,06 () a=—-1,b=1, c=2

K)yz=1y=-2,2=3

2.4.2 Han vads ar.

251

2.5.2

253

O O s

(8) {0, =952, =452} (b) {-2,1,3}
(0) {—2, =572, =52} (@) {2}

(a) 1 ar en trippelrot (b)1 (enkelrot)

(c) 1 och—1 ar trippelitter
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254 @) (z+2)(z—1)(x—3) (b) (z+2)(2? + 5z +1)

€) (x —2)(=3+z —2?)
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