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2.3.1 Övningar Efter dessäar det l̈ampligt att g̈ora prov 2a . . . . 43
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2.5 Polynom, ekvationer av högre grad, faktorsatsen, polynomdivision . . 45
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1 Aritmetik och Algebra

I detta kapitel skall vi f̈orst arbeta med grundläggande aritmetik, alltså de fyra r̈akne-
sätten, f̈or olika typer av tal. Detta lägger en stabil grund för algebra, som ḧar inneb̈ar
grundl̈aggande r̈akning med symboler vilket vi behandlar i slutet av kapitlet.

Alla räkneregler som används i algebraiska räkningar, har sin bakgrund i hur man
räknar med tal. Alla reglerna kan därför förklaras genom att man utgår från aritmetiken.
Oftast r̈acker det att utg̊a från ett exempel, om man samtidigtövertygar sig om att
exempleẗar allmängiltigt. Även om du kan vissa regler utantill, som ”minus minus̈ar
plus”, så vinner du i l̈angden p̊a att kunna f̈orklara varf̈or regeln g̈aller.

Vi rekommenderar att duinteanv̈ander r̈aknare eller formelsamling då du l̈oser uppgif-
terna. De kunskaper du får genom att dels räkna sj̈alv och ẗanka p̊a vilka r̈akneregler du
anv̈ander och dels lära dig en del fakta i stället för att förlita dig p̊a formelsamlingen,̈ar
oerḧort värdefulla f̈or dina fortsatta studier. I m̊anga matematikutbildningar förväntas
du klara dig utan hj̈alpmedel.

1.1 Räkning med naturliga tal och heltal

Denaturliga talenär talen0, 1, 2, 3, 4 · · ·. (De tre avslutande punkterna i listan indi-
kerar att m̈onstret forts̈atter utan slut.) Denegativa heltalenär−1, −2, −3, −4 · · ·.
Ibland skriver man negativa tal med en parentes:(−1), (−2), (−3), (−4) · · ·.

I detta kapitel skriver vi minustecknet lite upphöjt för att det inte skall se ut likadant
som subtraktionstecknet:−1, −2, −3, −4, · · ·. Vi vill po ängtera att det handlar om ett
speciellt tal, eller en operation på ett tal, och inte subtraktion. Men det händer, speciellt
längre fram i kapitlet, att minustecknet skrivs på vanligt s̈att. Fr̊an och med kapitel 2
förekommer inte det upphöjda minustecknet. Naturligtvis kan du själv skriva som du
är van. I proven p̊a webben skall du skriva t.ex.−3.

De naturliga talen och de negativa talen bildar tillsammansheltalen
· · · −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4 · · ·.
Ofta talar man ommängdenav alla naturliga tal. Ordet m̈angd, anv̈ands ḧar p̊a ett ma-
tematiskt s̈att. I normalsvenska betyder ordetett stort antalelleren m̈atbar ansamling.
En matematisk m̈angdär en samling objekt, element. Mängden av de naturliga talen
har allts̊a som element naturliga tal. Talet 13är ett element i m̈angden, liksom varje
annat naturligt tal. M̈angden av alla naturliga tal betecknas oftaN. Vill vi po ängtera att
13 är ett naturligt tal kan vi skriva13 ∈ N (läses: 13 tillḧor de naturliga talen).

På samma s̈att talar man om m̈angden av alla heltalZ, mängden av alla negativa heltal
Z− och m̈angden av alla positiva heltalZ+. (Notera att0 varkenär ett positivt eller ett
negativt tal.)
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1.1.1 Naturliga tal

Naturliga tal kan adderas och multipliceras. Vid addition och multiplikation gäller det
man kallarkommutativitet: a + b = b + a ocha · b = b · a för alla naturliga tala ochb.

Om fler än tv̊a tal skall adderas vet vi att additionen kan ske i vilken ordning som
helst med samma resultat. Vi tänker ofta inte ens p̊a att man utf̈or flera operationer och
väljer ordningen. Summan av talen 3, 6 och 13är 22 hur viän r̈aknar. Vill man skrift-
ligt redovisa ordningen p̊a additionerna anv̈ands parenteser tillsammans medförsta
prioritetsregeln: operationen inom parentes utförs först: 3 + (6 + 13) = 3 + 19,
(3 + 6) + 13 = 9 + 13. Om inga parenteser skrivits ut gäller läsriktningsprioritet,
den v̈anstra additionen utförs först.3 + 6 + 19 är samma som(3 + 6) + 13

Vid addition och multiplikation g̈aller associativitet: a + (b + c) = (a + b) + c och
(a · b) · c = a · (b · c) för alla naturliga tala, b ochc.

Då b̊ade addition och multiplikation̈ar inblandade, som i beräkningen av3 + 4 · 7,
kommer prioritetsregelnmultiplikation f̈ore additionin: 3 + 4 · 7 = 3 + 28. Här g̈aller
alltså inte läsriktningsprioritet.

Vill vi att additionen skall utf̈oras f̈orst kr̈avs parenteser:(3 + 4) · 7 = 7 · 7. Denna
uträkning kan ocks̊a g̈oras meddistribution: (3 + 4) · 7 = 3 · 7 + 4 · 7 = 21 + 28

Vid addition följt av multiplikation g̈aller distributivitet: (a + b) · c = a · c + b · c för
alla naturliga tala, b ochc.

Vill man först̊a r̈akneregler soma − (b − c) = (a − b) + c är det ocks̊a enkelt att
utgå från ett exempel: Vi skall beräkna14 − (6 − 2). Om vi då först ber̈aknar14 − 6
så har vi subtraherat 2 för mycket. Allts̊a är 14 − (6 − 2) = (14 − 6) + 2. Addition
och subtraktion har samma prioritet. Med läsriktningsprioritet kan vi d̈arför skriva det
senare utan parenteser:14− (6− 2) = 14− 6 + 2. Generellta− (b− c) = a− b + c,
somär första exemplet p̊aminus minus̈ar plus.

På samma s̈att kan man inse atta− b− c = a− (b + c) för alla naturliga tala, b ochc.

Nu några ord om division av naturliga tal. För att underl̈atta polynomdivision l̈angre
fram, är det v̈ardefullt att kunna utf̈ora l̊ang division av naturliga tal för hand, t.ex.
med hj̈alp av uppsẗallning i ”liggande stolen” eller ”trappan”. Vilken man väljer är helt
oviktigt, algoritmenär samma. Ḧar nedan anv̈ands ”liggande stolen”.

Kvot

Täljare Nämnare

Exempel. Vi önskar ber̈akna8476÷ 23. (Här anv̈ands÷ som divisionstecken.)

Lösning.

För att det skall vara enklare att följa kalkylerna redovisas varje steg i en ny ”stol”. En
förklaring ges efter exemplet.
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Kvot

8476 23

3

8476
−69

23

15

36

8476
−69

23

157
−138

19

368

8476
−69

23

157
−138

196
−184

12 Rest

Vi ser ḧar att8476÷ 23 = 368 rest12. ¤

Om du tycker att algoritmen̈ar sv̊arbegriplig eller kr̊anglig kan du kanske ha hjälp av
följande f̈orklaring:

Multiplikation och division av naturliga tal̈ar motsatta operationer. Alltså: eftersom
6 · 7 = 42 så är 42 ÷ 7 = 6. Men multiplikationär samma som upprepad addition:
6 ·7 = 42 eftersom7+7+7+7+7+7 = 42. Division är d̈arför samma som upprepad
subtraktion:42÷7 = 6 eftersom42−7−7−7−7−7−7 = 0. (De gamla mekaniska
räknemaskinerna byggde helt på denna princip.) Om divisionen inte går jämnt ut f̊ar
man enrest. 45− 7− 7− 7− 7− 7− 7 = 3 alltså42÷ 7 = 6 med rest3.

Det är väldigt opraktiskt att subtrahera talet23 från talet8476 mer än 300 gånger.
Därför effektiviserar man genom att först r̈akna ut hur m̊anga hundra g̊anger23 går i
8476.

Eftersom84÷ 23 = 3 rest15 går23 minst300 gånger i8476, men inte400 gånger. Vi
kan d̈armed skriva hundratalssiffran3 i kvoten och subtrahera300 · 23 från8476.

Vi har att84 − 3 · 23 = 15 och8476 − 300 · 23 = 1500 + 76 = 1576. I den andra
”stolen” är inte nollorna utskrivna, dëar underf̈orst̊adda. I den tredje stolen tas inte
siffran 6 med i resten1576. Det betyder inget, men man brukar göra s̊a eftersom den
inte kommer in i kalkylerna i detta steg.

157 ÷ 23 = 6 rest 19. Alltså g̊ar 23 minst 60 gånger i1576, men inte70 gånger.
157− 6 · 23 = 19 och1576− 60 · 23 = 190 + 6 = 196. Vi kan nu skriva tiotalssiffran
6 i kvoten.

Slutligen196÷ 23 = 8 rest12. Alltså är196 = 8 · 23 + 12 och kvotens entalssiffräar
8.

Kalkylerna ovan kan sammanföras:8476 = 300 ·23+1576 = 300 ·23+60 ·23+196 =
360 ·23+196 = 360 ·23+8 ·23+12 = 368 ·23+12. Alltså8476÷23 = 368 rest12.
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Testövning

1. Ber̈akna937÷ 31 2. Ber̈akna427÷ 23

Svar:

1. 30 rest7 2. 18 rest13

1.1.2 Negativa tal

Addition av naturliga tal̈ar ju direkt sammankopplad med antalsräkning och d̈armed
(nästan) en medfödd m̈ansklig f̈ormåga. Eftersom dëovriga r̈aknes̈atten f̈or naturliga
tal bygger p̊a addition, kan de också anses medfödda.

Då det g̈aller negativa tal̈ar situationen annorlunda: deär objekt mandefinierarmed
hjälp av de naturliga talen. Till varje naturligt tala införs ett negativt (motsatt) tal−a.
Man måste sedandefinierahur man skall r̈akna med dessa nya objekt. Att göra det i
detalj ḧar skulle ta mycket utrymme, men vi skalländ̊a förs̈oka ge en lagom repetition
och kanske f̈ordjupning.

Man måste f̈orst definiera addition p̊a ett s̊adant s̈att att det leder till
7 + −3 = 7 − 3 = 4, 4 + −7 = −(7 − 4) = −3, −5 + 7 = 7 − 5 = 2,
−5 + 3 = −(5− 3) = −2 och −5 + −3 = −(5 + 3) = −8.

Det är ganska l̈att att argumentera för att ovanst̊aendëar enda rimliga additionen. Men
detär endefinition, något man har bestämt.

Det är inte sj̈alvklart, men antagligen intëoverraskande, att additionen,även med ne-
gativa tal,är associativ:a+(b+c) = a+b+c. Denär ocks̊a kommutativa+b = b+a.
Båda dessa egenskaper kan manbevisa.

Av 7 + −3 = 7 − 3 följer att subtraktion f̈or naturliga tal kan ers̈attas av en addition:
Oma ochb är naturliga tal s̊adana atta > b så g̈allera− b = a + −b.

Om vi låter−b beteckna det motsatta talet tillb även d̊ab är negativt,−(−3) = 3 (minus
minusär plus), skall vi se att all subtraktion kan erhållas genom addition av motsatt
tal.

Sats:För alla heltala ochb gäller det atta− b = a + −b.

Bevis:Subtraktion kan ses som uppdelning av tal eller lösning till en ekvation:
a− b är det (unika) talx som uppfyllerx + b = a.

Vi ser attx = a+−b är lösning till ekvationen eftersom(a+−b)+ b = a+(−b+ b) =
a + 0 = a. Att det inte finns n̊agon annan lösning ser vi genom att addera−b till b åda
sidor av likheten:(x + b) + −b = a + −b.

Eftersom additionen̈ar associativ ochb + −b = 0 så följer att v̊ansterledeẗar (x + b) +
−b = x + 0 = x och d̈armedx = a + −b. ¤
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Ocks̊a multiplikation f̈or heltal m̊astedefinieras. Precis som vid addition m̊aste man
tänka p̊a alla kombinationer av naturligt och negativt.

4 · −7 = −(4 · 7) = −28, −5 · 7 = −(5 · 7) = −35, och −5 · −3 = 5 · 3 = 15,
(minus minus̈ar plus).

Återigenär det ganska lätt att argumentera för att ovanst̊aendëar enda rimliga multi-
plikationen. Men deẗar endefinition, något man har bestämt.

Det är inte heller sj̈alvklart, men bevisbart, att samma räkneregler g̈aller för heltalen
som f̈or de naturliga talen. I lärob̈ocker anv̈ander man ofta vissa av räknereglerna f̈or
att förklara hur multiplikation m̊aste g̊a till. Det finns n̈amligen inget annat sätt att
räkna om man vill att r̈aknereglerna skall fortsätta g̈alla.

Testövning

1. Ber̈akna5− (−4− 7) 2. Ber̈akna−5 · (−4− 3) 3. Ber̈akna−5 · −4− 3

Svar:

1. 16 2. 35 3. 17

1.1.3 R̈akneregler

Här sammanfattas de prioritetsregler och räkneregler som behandlats i kapitlet.

Prioriteringsordning

1. Operation mellan parenteser.

2. Multiplikation och division

3. Addition och subtraktion

4. Vid lika prioritet g̈aller läsriktningsprioritet
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Räkneregler

För alla heltala, b ochc gäller det att

• a + b = b + a kommutativitet

• a + (b + c) = (a + b) + c associativitet

• a− (b− c) = a− b + c minus minus̈ar plus

• a− (b + c) = a− b− c

• a + −a = 0

• −(−a) = a minus minus̈ar plus

• a · b = b · a kommutativitet

• (a · b) · c = a · (b · c) associativitet

• (a + b) · c = a · c + b · c distributivitet

• a · −b = −(a · b)
• −1 · a = −a

• −a · −b = a · b minus minus̈ar plus

1.1.4 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 1a

1.1.1 Besẗam kvot och rest till

a) 7956÷ 21 b) 7497÷ 21

c) Är något av talen7956 eller7497 delbart med21?

1.1.2 Ber̈akna

a) 7− −2 · (3− 9) · ((2 + −5− 8) · (−3− −5)− 4)

b) (−4− 2) · ((−6− −9)− ((6− −7 + 3) · (−2− 3) + −1 · (7− −4)))

8



1.1.3 Skriv följande utan parenteser och utan negativa (motsatta) tal.

a) a− −b · (a + 1)− b · (−a + 1)

b) (−a · −b + a · (b− 2 · −a)) · (−1 + b)

1.2 Bråkr äkning

1.2.1 De rationella talen

Rationella talellerbråktalskrivs
p

q
, därp ochq är heltal ochq 6= 0. Några exempel p̊a

rationella talär
3

7
,
−5

34
,

−5
−12

,
7

1
,

1

7
.

Om s är ett heltal s̊a är de tv̊a br̊aktalen
p

q
och

s · p
s · q lika. Man s̈ager att br̊aktalet

p

q

förlängtsmed (faktorn)s 6= 0 till
s · p
s · q , eller att

s · p
s · q förkortatsmeds till

p

q
.

Talen
7

11
och

14

22
är lika eftersom

7

11
=

2 · 7
2 · 11

=
14

22
.

Man kan f̈orlänga/f̈orkorta med negativ faktor också:
−7
−11

=
−1 · 7
−1 · 11

=
7

11
,

7
−11

=
−1 · 7

−1 · −11
=

−7

11
.

I allmänhet f̈ors̈oker man ange bråktal p̊a enklaste formen så att ẗaljarenp och n̈amnaren
q inte har n̊agon gemensam faktor (utom1 eller−1).

Man kan v̈alja att ge talet p̊a blandad form isẗallet för ren br̊akform. I s̊a fall skriver

man3
1

4
istället för

13

4
. Detär emellertid l̈att att missuppfatta den blandade formen och

läsa3 · 1

4
somär

3

4
.

Mängden av alla rationella tal brukar betecknasQ.

Talet
p

1
identifieras med heltaletp. På det visetär alla heltal ocks̊a rationella tal.

Mängden av alla heltal,Z, är endelm̈angdav mängden av alla rationella tal,Q. Detta
skrivsZ ⊂ Q.

1.2.2 R̈akning med rationella tal

Addition och subtraktion av bråktal utf̈ors genom att de tv̊a termerna skrivs med ge-
mensam n̈amnare:
7

12
+

39

15
=

5 · 7
5 · 12

+
4 · 39

4 · 15
=

35

60
+

156

60
=

35 + 156

60
=

191

60
.
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Generelltär
a

b
+

c

d
=

d · a
d · b +

b · c
b · d =

d · a + b · c
d · b

Det är en god vana att inte förlänga med mer̈an n̈odvändigt. D̊a man arbetar med
rationella funktioner, se avsnitt??, blir det extra viktigt.

Om man f̈oljer den allm̈anna principen vid addition av
7

12
och

39

15
får man

7

12
+

39

15
=

15 · 7
15 · 12

+
12 · 39

12 · 15
=

105

180
+

468

180
=

105 + 468

180
=

573

180
.

Här kan och b̈or man f̈orkorta med3 somär den gemensamma faktorn i de två n̈amnarna
12 och15.

Eftersom
a

b
+

−a

b
=

a + −a

b
=

0

b
= 0 är det logiskt att kalla

−a

b
det motsatta talet till

a

b
och skriva

−a

b
= −

(a

b

)

Subtraktion av br̊aktal g̈ors p̊a motsvarande sätt som addition:

a

b
− c

d
=

d · a− b · c
d · b ,

men man kan, som då man subtraherar heltal, addera det motsatta talet istället:

a

b
− c

d
=

a

b
+ −

( c

d

)
.

7

12
− 39

15
=

5 · 7
5 · 12

− 4 · 39

4 · 15
=

35

60
− 156

60
=

35− 156

60
= −121

60
.

Multiplikation av rationella tal definieras av:

a

b
· c

d
=

a · c
b · d

Att denna definition̈ar den enda rimliga kan man motivera på följande s̈att:

• Multiplikation med heltal skall motsvara upprepad addition.

Alltså är3 · c

d
=

c

d
+

c

d
+

c

d
=

3 · c
d

• Vidare skall multiplikation vara associativ. Alltså är
c

d
=

7

7
· c

d
= 7 ·

(
1

7
· c

d

)
.

Men dettäar möjligt endast om
1

7
· c

d
=

c

7 · d .

10



• Tillsammantaget ger detta
a

b
· c

d
= a ·

(
1

b
· c

d

)
= a · c

b · d =
a · c
b · d .

Division av rationella tal ges av

a

b
÷ c

d
=

a

b
· d

c

Detta motiveras av att division̈ar den till multiplikation motsatta operationen:
Eftersom3 · 4 = 12 så är12÷ 4 = 3.

Så kan vi resonera också d̊a det g̈aller rationella tal:

Eftersom

(
a

b
· d

c

)
· c

d
=

a

b
så är

a

b
÷ c

d
=

a

b
· d

c

Specielltär13÷ 4 =
13

1
÷ 4

1
=

13 · 1
1 · 4 =

13

4
.

I kapitel 1.1.1 skulle vi sagt att13 ÷ 4 = 3 rest1. Då handlar det omheltalsdivision
som speglar t.ex. en fördelning:om trettonägg skall f̈ordelas p̊a kartonger som rymmer
fyra ägg vardera s̊a får man tre fulla kartonger och etẗaggöver.I detta kapitel handlar
det om division f̈or rationella tal. Alla rationella tal kan divideras, kvotenär alltid ett
rationellt tal.

Likheten13÷ 4 =
13

4
motiverar/f̈orklarar anv̈andandet av bråkstrecket som divisions-

symbol.

Det är ofta praktiskt och bekv̈amt att anv̈anda br̊akstrecket som divisionssymbol. Det

gäller bara att veta vad
a

b
betyder.Är det ett br̊aktal alltså ett rationellt tal, eller̈ar det

ett bråk alltså en division?
3

4
är ett rationellt tal,

√
2√
3

är ett br̊ak men inte ett rationellt

tal.

Ibland orskar anv̈andningen av bråkstreck som divisionssymbol felläsning/feltolkning:

Vi har att
a

b
÷ c =

a

b · c mena ÷ b

c
=

a · c
b

. Därför är det viktigt att veta vad som

avses d̊a man anv̈ander ”dubbelbr̊ak”. Att
a
b

c
och

a
b
c

inte är samma sak, syns lätt i tryckt

text, men inte lika l̈att i handskriven text. Ḧar rekommenderas därför att man anv̈ander
annan divisionssymbol÷ eller/ eller förtydligande parenteser.

Tänk ocks̊a p̊a att ett dubbelbråk ofta inneh̊aller ”osynliga parenteser”, vilket illustreras
i nästa exempel.

11



Exempel. Vi skall skriva
1
7
− 3

11
2
63

+ 11
18

som ett br̊aktal p̊a enklaste form.

Lösning.
1
7
− 3

11
2
63

+ 11
18

=

(
1

7
− 3

11

)
÷

(
2

63
+

11

18

)
=

(
1 · 11

7 · 11
− 3 · 7

11 · 7
)
÷

(
2 · 2

7 · 9 · 2 +
11 · 7

2 · 9 · 7
)

=

(
11− 21

11 · 7
)
÷

(
4 + 77

2 · 9 · 7
)

=

−10 · 2 · 9 · 7
11 · 7 · 81

= −20

99
¤

1.2.3 R̈akneregler

Här sammanfattas de räkneregler som g̈aller för rationella tal. De som tidigare behand-
lats för heltalen g̈aller även f̈or de rationella talen.

Räkneregler

För alla rationella tal,
a

b
och

c

d
, dära, b, c ochd är heltal, g̈aller det att

• a

b
+

c

d
=

d · a
d · b +

b · c
b · d =

d · a + b · c
d · b

• a

b
− c

d
=

d · a− b · c
d · b

• a

b
· c

d
=

a · c
b · d

• a

b
÷ c

d
=

a

b
· d

c

1.2.4 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 1b

1.2.1 Skriv följande rationella tal p̊a enklaste form

a)
5040

40320
b)

6182
−616

c)
−42 · 308 · 230
−60 · 121 · −69

12



d)
1

4
+

3

5
e) 3

1

4
+ 2

5

6
+ 4

3

8
f) 2

15

17
− 3

1

5
+ 1

2

3

1.2.2 Skriv följande rationella tal p̊a enklaste form och blandad form

a)
1

4
− (

1
1

3
− 2

1

6

)

b) 2
1

4
− 3

1

5
−

(
4
11

21
− 3

5

7

)
+

(
3
1

5
− 1

7

15

)

1.2.3 Skriv följande rationella tal p̊a enklaste form

a)
1

7
÷ 4

7
b)

6

11
· 11

24
· 3

19
· 38

17

c) 2
1

6
· 33

4
÷ 4

7

12
d) −11

1

3
· 22

5
÷ −1

2

15

e)

(
2

5
· 3

20

)
÷

(
9

100
· 5

19

)
f)

2

5
· 3

20
÷ 9

100
· 5

19

g)

(
77

8
÷ 4

3

)
÷

(
24

13
÷ 6

11

)
h)

77

8
÷ 4

3
÷ 24

13
÷ 6

11

1.2.4 Skriv följande rationella tal p̊a enklaste form

a)

(
1

2
+

1

3

)
÷

(
1

4
− 2

3

)
b)

35
6
− 27

8

4 5
11
− 31

6

c)
31

4
− 2 7

12

11
5
− 2

7

− 1 2
11
− 8

9
23
99

· 1 5

41

1.3 Potenser med heltalsexponent

1.3.1 Potenser

I detta kapitel introduceras begreppet potens för rationella tal, och d̈armed naturligt-
vis för alla heltal. Exponenten̈ar ḧar heltal men l̈angre fram (i kapitel 1.7) kommer
exponenten att vara ett rationellt tal och slutligen ett reellt tal. De räknelagar som pre-
senteras i kapitleẗar allmängiltiga, de g̈aller även med reella exponenter.
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1.3.2 Potens med heltalsexponent

Potensermedheltalsexponenterdefinieras av

a0 = 1 (för a 6= 0), a1 = a, a2 = a · a, a3 = a · a2 = a · a · a,
an = a · an−1 = a · a · · · a, (produkten avn faktorer d̊an är ett positivt heltal.)

Vidare definierar mana−n =
1

an
dån är ett positivt heltal ocha > 0.

I definitionen ovan kann bara vara ett heltal mena kan vara s̊aväl ett heltal som ett
rationellt tal.

Vid ber̈akning av potenser av negativa tal får man vara extra uppm̈arksam. De beräknas
naturligtvis p̊a samma s̈att som potenser av positiva tal.−34 = −3 · −3 · −3 · −3.
Men risken f̈or felläsningär stor varf̈or detär klokt att alltid skriva parentes runt talet:
−34 = (−3)4 så att det inte f̈orväxlas med−(34).

Då (−1)2 = 1, gäller att:(−a)1 = −a, (−a)2 = a2, (−a)3 = −(a3) och allm̈ant

(−a)n =

{
an om n = 2m = jämnt heltal
−(an) om n = 2m + 1 = udda heltal.

För potenser av bråktal g̈aller att

(
p

q

)n

=
pn

qn
. Ocks̊a i detta fall är det klokt att

anv̈anda f̈ortydligande parenteser. Detär annars l̈att att uppfatta det som
pn

q
.

Följande potenslagar kan härledas om man skriver upp vad de olika potensernaär. T.ex
är (23)4 = (2 · 2 · 2)4 = (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2) · (2 · 2 · 2) = 23·4.

1.3.3 R̈akneregler

Potensregler

För alla tala ochb gäller det att

• a0 = 1

• am · an = am+n

• (ab)n = an · bn

•
(a

b

)n

=
an

bn
.

• (an)m = an·m

• am

an
= am−n.

• a−n =
1

an

14



Vid räkning med potenser gäller prioritetsregeln att potenser beräknas f̈ore multipli-
kation eller division ocḧaven f̈ore addition eller subtraktion.2 · 32 = 2 · 9 = 18,
2 + 32 = 2 + 9 = 11. Som tidigare skall operation inom parenteser beräknas f̈orst:
(2 · 3)2 = 62 = 36, (2 + 3)2 = 52 = 25.

Vid upprepad potensberäkning, som i :233, gäller att exponenten beräknas f̈orst:

233
= 2(33) = 227 = 134217728, 25+3 = 2(5+3) = 28 = 256.

Ocks̊a ḧar ger parenteser förtur: (23)3 = 83 = 512.

En litenvarning! Det finns ingen standardprioritet för upprepad potensberäkning. Vis-
sa kalkylatorer har ”exponenten först” prioritet, andra har läsriktningsprioritet.233 kan
bli antingen134217728 eller 512, det beror p̊a r̈aknarfabrikatet, ibland t.o.m. på mo-
dellen. F̈or s̈akerhets skull – anv̈and parenteser.

Här är de prioritetsregler som behandlats i kapitlet.

Prioriteringsordning

1. Operation mellan parenteser.

2. Exponent

3. Potens

4. Multiplikation och division

5. Addition och subtraktion

6. Vid lika prioritet g̈aller läsriktningsprioritet

1.3.4 Övningar

1.3.1 Ber̈akna

a) 52 b) 25 c) (−3)4 d) (−4)3

e) 1100 f) 1001 g) 30 h) (−3)0
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1.3.2 Skriv följande som ett br̊aktal p̊a enklaste form, utan potenser.

a) 2−2 b) (−3)−3 c) 1−5

1.3.3 Skriv som potenser av 2

a) 1/64 b) 163/210 c) 1283/325

1.3.4 Skriv följande som ett br̊aktal p̊a enklaste form, utan potenser.

a)
25 · 3−7 · 105 · −7−2

23 · 3−5 · 5 b)

(
2
5

)3 · (− 3
7

)−1 ÷ (
3
10

)−3

56 · 10−6

1.4 Reella tal

Det är ganska komplicerat att definiera vad som menas med ett reellt tal. Det kräver
mer avancerad matematikän vad som normalt ing̊ar i en gymnasieutbildning. Vi m̊aste
därför hålla oss till en relativt intuitiv och f̈orenklad bild av begreppet. Med ettreellt
tal menas d̊a ett talr som ges av endecimalutveckling, som beskrivs nedan.

Varje positivt reellt tal har en heltalsdeln, somär ett naturligt tal, och en decimaldel:
r = n.a1a2a3a4a5 · · ·, där alla talenai är naturliga tal mellan0 och9. Detta betyder att

r = n +
a1

10
+

a2

100
+

a3

1000
+

a4

10000
+

a5

100000
+ · · ·.

Till varje positivt reellt tal finns ett motsatt, negativt tal
−r = −n.a1a2a3a4a5 · · · = − (

n + a1

10
+ a2

100
+ a3

1000
+ a4

10000
+ a5

100000
+ · · · ).

Genom att bara ta med̈andligt m̊anga decimaler får vi ett rationellt tal som approxi-
merar det reella talet. Ju fler decimaler dess bättre approximation.

Reella tal kan adderas, subtraheras, multipliceras och divideras, genom att man utför
operationerna p̊a de rationella approximationerna. Genom att ta med fler och fler de-
cimaler f̊ar man en f̈oljd av rationella tal som n̈armar sig (har gr̈ansv̈ardet) de reella
talens summa, differens, produkt eller kvot.

Två decimalutvecklingar representerar samma reella tal om deras differensär0. Detta
inneb̈ar att t.ex.3.25300000 · · · = 3.25299999 · · ·. (De avslutande punkterna innebär
som vanligt att m̈onstret forts̈atter obrutet.)

För att åsk̊adligg̈ora de reella talen använder man ofta punkter på tallinjen. Inte heller
dettaär helt oproblematiskt. Vad̈ar en linje och vad̈ar en punkt?

Euklides definierade begreppen punkt, linje och plan på ett s̈att som, kanske ger rätt
associationer, men̈and̊a är väldigt diffust. Enpunkt är n̊agot som inte kan delas. En
linje är en l̈angd utan bredd. En linjes̈andarär punkter. Enrät linje är en linje som
ligger jämnt mellan punkterna på densamma. Enyta är n̊agot som bara har längd och
bredd. Ettplan är en yta som ligger med de räta linjerna p̊a detsamma.
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De definitionerna leder inte till att man kan säga vad ett reellt tal̈ar. Endast naturliga
tal, positiva br̊aktal och vissa (geometriskt konstruerbara) reella tal. Man kan alltså inte
definiera ett reellt tal som en punkt på tallinjen. Resonemangetär det omv̈anda. N̈ar vi
har de reella talen kan vi definiera vad som menas med rät linje, punkt och plan. D̊a
motsvarar varje reellt tal en punkt på linjen och varje punkt motsvarar ett reellt tal.

I praktiken r̈aknar vi bara med rationella approximationer till de reella talen, eller med
symboler, som

√
2, som representerar specifika reella tal. Redan de gamla grekerna

visste att det inte finns rationella talx sådana attx2 = 2, 3, 5, 6 m.fl. Man kan
numera visa att det däremot finns s̊adana reella tal.

Mängden av alla reella tal betecknasR. De rationella talen̈ar ocks̊a reella tal, m̈angden
av alla rationella tal̈ar endelm̈angdav mängden av alla reella tal.
Vi har attN ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

1.4.1 Olikheter för reella tal

I likhet med heltalen och de rationella talen finns det tre typer av reella tal, de positiva,
de negativa och talet0. Detta g̈or det m̈ojligt att definiera begreppenstörre än och
mindreän för reella tal.

Definition
Det reella taleta är större än taletb, skrivsa > b, om och endast oma− b är
positivt.

Taleta ärmindreän taletb, skrivsa < b, om och endast oma− b är negativt.

För alla reella tala ochb finns d̈armed tre m̈ojligheter:a = b, a > b ellera < b.

I detta sammanhang har man ofta användning av en praktisk m̈angdbeskrivning.

Säg till exempel att vi, av n̊agon anledning,̈ar intresserade av alla de reella talx som
uppfyller villkoret x < 5. Då g̈aller det att beskriva denna mängd av tal p̊a ett prak-
tiskt s̈att: {x ∈ R : x < 5}. De speciella parenteserna{ och } är mängdparenteser,
(vardagligt krullparenteser). De inramar beskrivningen av objekten i mängden.x ∈ R
inneb̈ar att alla objekten skall tillḧora m̈angden av alla reella tal, kort sagt att alla ob-
jekt är reella tal. Kolon: läsessådana att. Efter kolontecknet kommer villkoret som
skall vara uppfyllt f̈or att ett reellt talx skall få vara med i m̈angden. I ord l̈aser man
alltså:mängden av alla reella talx sådana attx är mindreän5.

Vi har att−3 ∈ {x ∈ R : x < 5} och12 /∈ {x ∈ R : x < 5}. Talet−3 tillh ör mängden,
talet12 tillh ör inte m̈angden.

De positiva reella talen̈ar{x ∈ R : x > 0}, de negativa reella talen̈ar{x ∈ R : x < 0}
och deicke-negativareella talen̈ar{x ∈ R : x ≥ 0}.
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Mängdbeteckningen kommer vi också att anv̈anda f̈or andra grundm̈angder̈an de reella
talen. Man kan t ex skriva{x ∈ Z : x2 < 5} vilket då betyder m̈angden av alla heltal
vars kvadraẗar mindreän5, dvs{−2,−1, 0, 1, 2}.

När detär klart att deẗar de reella talen som avses så finns det praktiska beteckningar
för intervall. Vi kommer att anv̈anda f̈oljande beteckningar:

[a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}
(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}
(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}
[a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b}

(−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b}
[a,∞) = {x ∈ R : x ≥ a}

Observera att ‘(’ respektive ’)’ betyder attändpunkteninte är med och att ‘[’ respektive
‘]’ betyder attändpunkten̈ar med.

1.4.2 R̈akneregler för olikheter

Ocks̊a för olikheter g̈aller vissa r̈akneregler. De kan alla härledas fr̊an definitionen. Vi
ger ḧar ett exempel p̊a regel och ḧarledning.

Exempel. Vi skall bevisa olikhetsregeln:Oma ochb är reella tal s̊adana atta > b så
gäller det atta + c > b + c för alla reella tal c.

Lösning. Vi beräknar differensen(a + c)− (b + c) och skall visa att dennäar positiv
om a > b. Men (a + c) − (b + c) = a + c − b − c = a − b, somär positiv eftersom
a > b. Vi har d̈armed visat atta + c > b + c oma > b. ¤
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Räkneregler

För alla reella tala, b, c ochd, gäller det att

• Oma < b ochb < c så g̈allera < c

• Oma < b så g̈allera + c < b + c

• Oma < b ochc < d så g̈allera + c < b + d

• Oma < b och0 < c så g̈allera · c < b · c
• Oma < b ochc < 0 så g̈allera · c > b · c

1.4.3 Övningar

1.4.1 Gäller det att

a) 2 ∈ {x ∈ R : x ≤ 3}? b) 2 ≤ 3?

(Symbolen≤ utläsesmindreän eller lika med. Talet3 är med i m̈angden.)

c) Är det n̊agon skillnad p̊a utsagorna i (a) och (b) ovan?

1.4.2 Visa att r̈aknereglerna f̈or olikheter i avsnitt 1.4.2 g̈aller genom att anv̈anda me-
toden som presenteras i exemplet i samma avsnitt.

1.4.3 Ge exempel p̊a reella tala, b, c ochd sådana att

a < b ochc < d men d̈ara− c < b− d integäller.

1.5 Absolutbelopp

I detta kapitel skall vi arbeta med en av grundläggande operationerna på reella tal,
absolutbelopp. Dettåaterkommer i kapitel??då vi studerar funktioner.

Definition: Oma är ett reellt tal s̊a ärabsolutbeloppetava

|a| =
{

a om a ≥ 0
−a om a < 0
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Tänk p̊a att−a är det motsatta talet tilla. Om a är negativt s̊a är −a positivt. Som
exempel̈ar |−3| = −(−3) = 3

Av definitionen f̈oljer direkt att|a| ≥ 0 för alla reella tala. Absolutbeloppet ava talar
om hur l̊angt fr̊an punkten0 som punktena ligger p̊a tallinjen.

Om a ochb är två reella tal s̊a är |a− b| avst̊andet mellana ochb på tallinjen. Vi har
t.ex. att−7 och3 ligger p̊a avst̊andet10 från varandra,|−7− 3| = |−10| = 10.

Exempel. Vi söker de talb som uppfyller|3− b| = 5.

Lösning. Vi söker de punkter p̊a tallinjen, som ligger p̊a avst̊andet5 från3. Det är två
punkter, en till ḧoger om3, nämligen3 + 5 = 8, och en till v̈anster,3− 5 = −2. ¤

Exempel. Vi söker de talb som uppfyller|3− b| ≤ 5.

Lösning. Nu s̈oker vi de punkter p̊a tallinjen, som ligger p̊a avst̊andhögst5 från 3.
Det är alla punkter som liggermellan3 och3 + 5 = 8, ellermellan3 och3− 5 = −2.
Alltså alla punkter mellan−2 och8.

Med mängdskrivs̈attet har vi{x ∈ R : |3− b| ≤ 5} = {x ∈ R : −2 ≤ x ochx ≤ 8}.
Ett alternativt s̈att att skriva−2 ≤ x ochx ≤ 8 är−2 ≤ x ≤ 8. ¤

1.5.1 Övningar

1.5.1 Besẗam

a) |7| b) |−7| c) |0|

1.5.2 Besẗam alla reella talx sådana att

a) |x + 1| = 1 b) |3− x| = 7, 5 c) |x + 4| = 0

d) |3− 2x| = 5 e) |x− 2| = −2

1.5.3 Ange (utan beloppstecken) dex, som satisfierar

a) |x− 1| ≤ 2 b) |x + 3| < 5 c) 2 < |x− 2| ≤ 3

d) |x + 2| ≤ 0

1.6 Kvadratr ötter

Vi fortsätter nu med den andra av de grundläggande operationerna på reella tal, ka-
vadratroten. Ocks̊a till dennaåterkommer vi i kapitel??då vi studerar funktioner.
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1.6.1 Kvadratroten ur ett positivt reellt tal

Eftersom produkten av såväl två positiva tal, som tv̊a negativa tal,̈ar positiv s̊a g̈aller
det att

x2 = x · x ≥ 0 för alla reella talx.

Alltså har ekvationenx2 = b ingen reell l̈osning omb < 0.

I avsnitt 1.4 behandlades svårigheterna med att avgöra huruvida det talsystem man
arbetar med r̈acker till för att lösa en viss ekvation. Men som påpekades d̈ar s̊a har
ekvationenx2 = b alltid reell lösning omb > 0. I själva verket alltid tv̊a. Som exempel
har ekvationenx2 = 9 lösningarna3 och−3.

Definition: Med
√

b, där b ≥ 0, menas det icke-negativa, reella tal, vars
kvadratär b.

Alltså är
√

9 = 3 och inte−3 eller±3. Det g̈aller ocks̊a att
√

0 = 0.

Enligt definitionen har vi allts̊a att(
√

b)2 = b.

Men det g̈aller ocks̊a att(−
√

b)2 = −√b · −
√

b = (
√

b)2 = b.

Alltså g̈aller det att:

Ekvationenx2 = b har för b > 0 två olika reella r̈otter:
√

b och−
√

b

Man skriver iblandx2 = b ⇔ x1,2 = ±
√

b, för b ≥ 0. Med detta menas alltså att
ekvationen har r̈otternax1 =

√
b ochx2 = −√b

Exempel. Ekvationenx2 = 9 har s̊aledes r̈otternax1,2 = ±√9 = ±3, d.v.s.x1 = 3
ochx2 = −3. ¤

1.6.2 R̈akneregler

Av definitionen p̊a
√

b följer vissar äkneregler:
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• (
√

a)
2

= a för a ≥ 0.

• √a ·
√

b =
√

ab och

√
a√
b

=

√
a

b
, för a ≥ 0 och b > 0.

•
√

a2 = |a| för alla reellaa

alltså:
√

a2 = a om a ≥ 0 och
√

a2 = −a om a < 0.

•
√

a2 · b = |a| ·
√

b för b ≥ 0 och alla a.

alltså:
√

a2 · b = a ·
√

b om a ≥ 0 och
√

a2 · b = −a ·
√

b om a < 0.

• 1√
a

=

√
a

a
, oma > 0.

• 1√
a +

√
b

=

√
a−

√
b

a− b
och

1√
a−

√
b

=

√
a +

√
b

a− b
a 6= b, a, b > 0.

Den första punkten f̈oljer direkt av definitionen:√
a är det icke negativa tal vars kvadratära.

Punkt tv̊a kan bevisas genom att vi konstaterar att
√

a ·
√

b ≥ 0 och att
(√

a ·
√

b
)2

=

(
√

a)
2 ·

(√
b
)2

= a · b.
Alltså är

√
a ·
√

b =
√

a · b
På samma s̈att bevisas regeln för roten ur en kvot och de två efterf̈oljande reglerna.

Den femte regeln f̈oljer av
1√
a

=

√
a√

a · √a
=

√
a

(
√

a)2
=

√
a

a

De två sista reglerna kallasförl ängning med konjugatuttryck eftersom(
√

a −
√

b)
och(

√
a +

√
b) kallas konjugatuttryck till varandra.

Den första av av dem följer av
1√

a +
√

b
=

√
a−

√
b

(
√

a +
√

b)(
√

a−
√

b)
=

(konjugatregeln se avsnitt 1.9)=

√
a−

√
b

(
√

a)2 − (
√

b)2
=

√
a−

√
b

a− b
för a 6= b, a ochb > 0.

OBS: I allmänhet, allts̊a för de flesta tala ochb, är
√

a + b 6= √
a +

√
b.

Till exempel gera = b = 1 att
√

a + b =
√

2 medan
√

a +
√

b = 2.
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På samma s̈att är i allmänhet
√

a− b 6= √
a−

√
b.

Exempel.

(a) Ekvationen4x2 − 3 = 0, d.v.s.x2 = 3/4 har r̈otternax1,2 = ±
√

3/4 = ±√3/2

(b)
√

(−3)2 =
√

32 = 3 = |−3|

(c) För a > 0, b > 0 ära ·
√

b =
√

a2 · b
(d) För a < 0, b > 0 ära ·

√
b = −(−a)

√
b = −√

(−a)2 · b = −√a2 · b

(e) För a > 0, b > 0 ära ·
√

b
a

=
√

a2 · b
a

=
√

ab

(f) För a < 0, b < 0 ära ·
√

b
a

= −(−a)
√

b
a

= −
√

(−a)2 · b
a

= −
√

a2 · b
a

= −√ab

(g)
1√
2

=

√
2(√
2
)2 =

√
2

2
.

(h) Vi skriver
1

5 +
√

6
med heltalsn̈amnare.

Lösning. Multiplicera med konjugatuttrycket:

1

5 +
√

6
=

5−√6

(5 +
√

6)(5−√6)
=

5−√6

52 − (
√

6)2
=

5−√6

25− 6
=

5−√6

19
¤

1.6.3 Övningar

1.6.1 Förenkla

a)
√

0, 49 b)
√

90000 c)
√

6 · √75 d)
√

10/
√

125

e)
√

12−√3 f)
√

2−√4+
√

8+
√

16−√32+
√

64.

1.6.2 Lös ekvationen

a) x2 − 25 = 0 b) 5− x2 = 0 c) 9x2 − 4 = 0 d) 16− 6x2 = 0

e) x2 = 0
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1.6.3 Skriv med heltalsn̈amnare

a) 2/
√

6 b) 3/
√

21 c) 1/(
√

3 +
√

2)

d) 2/(
√

11− 3) e) 1/(2−√5) f) (
√

6−√3)/(
√

6+
√

3)

1.7 n:te roten ur ett reellt tal

Man kan visa att, omb ≥ 0 och n är ett positivt heltal, s̊a finns, i likhet med fallet
n = 2, precis ett icke-negativt tala så attan = b. Omn är ett j̈amnt tal s̊a g̈aller ocks̊a
att (−a)

n
= b. Om n är ett udda tal s̊a g̈aller isẗallet att(−a)

n
= −b. Detta leder till

följande definition avn-te roten ur ett icke-negativt tal.

1.7.1 n-te roten ur reella tal

Definition: Omn är ett positivt heltal ochb är ett reellt tal≥ 0, s̊a menas med
n
√

b det rella tal≥ 0, som uppfyller( n
√

b)n = b.

Om b är ett negativt tal ochn är ett positivt, udda heltal så menas medn
√

b det
negativatal som uppfyller( n

√
b)n = b.

Ekvationenxn = b, där b reellt tal ochn är ett positivt heltal, har d̊a följandereella
rötter:

1) x = n
√

b, omn = 2m + 1 = udda(positivt) heltal,

2) x = ± n
√

b, omb ≥ 0 ochn = 2m = jämnt(positivt) heltal.

(Omn är jämntochb < 0, s̊a saknarxn = b reella r̈otter och n
√

b är intedefinierat.)

För uddan = 1, 3, 5, . . . gäller att: n
√−b = − n

√
b.

Definitionenäv n
√

b gäller även f̈or n = 1, vi har d̊a att 1
√

b = b för alla reella talb.

Exempel.

Eftersom24 = 16 och53 = 125 så är 4
√

16 = 2, 3
√

125 = 5 och 3
√−125 = −5. ¤

1.7.2 R̈akneregler

Följanderäknereglerför n:te rötterbevisas p̊a samma s̈att som motsvarande regler för
kvadratroten.
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• (
n
√

a
)n

= a för a ≥ 0 omn är jämnt, f̈or alla a om n är udda.

• n
√

an = a för alla a om n är udda.

• n
√

an = |a| om n är jämnt.

• n
√

a · n
√

b =
n
√

ab och
n
√

a
n
√

b
= n

√
a

b
, för a ≥ 0 och b > 0.

• m

√
n
√

a = m·n√a =
n

√
m
√

a

Exempel.

(a)
6

√
3
√

2 =
6·3√

2 =
18
√

2

(b) 12
√

125 =
12
√

53 =
4·3√

53 =
4

√
3
√

53 =
4
√

5

(c) 2n
√

a2 =
n
√√

a2 = n
√
|a| ¤

För uttrycken n
√

a + n
√

b, n
√

a− n
√

b, n
√

a + b och n
√

a− b finns inga allm̈anna formler.
Exempelvis̈ar i allmänhet n

√
a + b 6= n

√
a + n

√
b.

1.7.3 Övningar

1.7.1 Förenkla

a) 6
√

9 b) 6
√

8 c) 3
√−24

d) 3
√

4
√

3 e) 5
√√

2 f)
√√√

5

g) 4/ 3
√

16 h) 3
√

81 − 6
√

9 +
√

12 − 6
√

27− 3
√

3
√

3

1.7.2 Besẗam dereella rötterna till

a) x8 = 16 b) x5 = 243 c) 64x6 − 27 = 0
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d) x3 + 8 = 0 e) x4 + 8 = 0

1.7.3 Förenkla:

a) 3
√

3a2 · 3
√

9a b)
√

x/ 4
√

x c) 5
√

3
√

x

d)
3
√

4
√

a6 e) 4
√

a3/ 3
√

a f)
√

x 3
√

x
√

x

1.8 Potenser med rationell exponent

I detta kapitel definieras vad som menas med en potens med rationell exponent. Defi-
nitionen bygger b̊ade p̊a potens med heltalsexponent (kapitel 1.3) och på definitionen
avn-te roten som gjordes i föreg̊aende kapitel.

1.8.1 Potenser med rationell exponent

Definition:

Om
m

n
är ett rationellt tal ochb är ett icke-negativt reellt tal så gesb

m
n av:

b
m
n =

n
√

bm.

Specielltärb
1
n =

n
√

b. Exempelvis g̈aller för den vanligakvadratroten, att
√

b = 2
√

b =
b1/2 .

Vi har ocks̊a attb
m
1 =

1
√

bm = bm (om inte detta g̈allt hade definitionen varit misslyc-
kad).

Om n är ett udda heltal s̊a är n
√

b definieratäven f̈or b < 0. Man anv̈ander d̈arför ofta
skrivs̈attetb

1
n för uddan även d̊a b < 0. Här kr̈avs stor f̈orsiktighet. Man m̊aste vara

medveten om att definitionenb
m
n =

n
√

bm endast g̈aller för b ≥ 0.

Vi har att
(−27

) 1
3 =

3
√
−27 = −3.

Men vi har ocks̊a att
1

3
=

2

6
. Om man d̊a tillämpar definitionen avb

m
n =

n
√

bm med

b = −27 får manett felaktigt resultat
(−27

) 1
3 =

(−27
) 2

6 =
6

√
(−27)2 =

6
√

36 = 3.

1.8.2 R̈akneregler

Med hj̈alp av r̈aknereglerna f̈orn:te roten ur ett positivt tal och räknereglerna f̈or poten-
ser med heltalsexponent kan man visa attpotensuttrycketb

m
n med rationell exponent
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x =
m

n
för b > 0 satisfierar sammapotenslagarsom potens med heltalsexponent (se

avsnitt 1.3.3).

Potensregler

För alla positiva reella tala ochb och alla rationella talx ochy gäller det att

• a0 = 1

• ax · ay = ax+y

• (ab)x = ax · bx

•
(a

b

)x

=
ax

bx
, omb > 0.

• (ax)y = ax·y

• ax

ay
= ax−y.

• a−x =
1

ax

Exempel.

(a)
√

a · 3
√

a = a
1
2 · a 1

3 = a
1
2
+ 1

3 = a
5
6 =

6
√

a5 för a ≥ 0.

(b)
6

√
3
√

2 = (21/3)
1
6 = 2

1
3
· 1
6 = 2

1
18 =

18
√

2

(c) 12
√

125 =
12
√

53 = (53)
1
12 = 5

3
12 = 5

1
4 =

4
√

5

¤

1.8.3 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 1c

1.8.1 Förenkla

a) 271/3 b) 4−0,5 c) (
√

8)2/3

d) 21/3 · 2−4/3 e) 31/2/9−3/4 f) 3−2/3/(1/3)−4/3

g) (0, 0016)−0,25

1.8.2 Förenklaa) 6
√

9 b) 6
√

8 c) 3
√−24 d) 3

√
4
√

3 e) 5
√√

2

f)
√√√

5 g) 4/ 3
√

16 h) 3
√

81− 6
√

9 +
√

12− 6
√

27− 3
√

3
√

3

1.8.3 Förenkla:a) 3
√

3a2 · 3
√

9a

b)
√

x/ 4
√

x c) 5
√

3
√

x d)
3
√

4
√

a6 e) 4
√

a3/ 3
√

a f)
√

x 3
√

x
√

x
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1.9 Algebraiska omskrivningar

Oerḧort många resonemang, i såväl matematik som andra sammanhang där matemati-
ken tillämpas, bygger p̊a omskrivningar av matematiska uttryck. Ofta handlar det om
att förenkla uttrycket, men minst lika ofta gäller det att skriva uttrycket p̊a den mest
lämpade formen. Vilken denna form̈ar beror naturligtvis p̊a situationen.

Vid algebraiska omformningar får man utnyttja alla de räkneregler som g̈aller vid
räkning med reella tal. Man bör därför vara synnerligen v̈al förtrogen med dessa. Spe-
ciellt de som behandlats i samband med heltal 1.1.3, rationella tal 1.2.3 och potenser
1.8.2.

Det finns ett mycket vanligt sätt att skriva produkter d̊a variablerär inblandade.6 · a
skrivs ofta6a, a ·b ·c skrivsabc osv. D̊a man utel̈amnar multiplikationssymbolen m̊aste
man vara s̈aker p̊a att detta inte orsakar missuppfattning,abc kan mycket v̈al varaen
variabel isẗallet för produkt av tre. Hur skall2m + 10cm tolkas? Betyder det210cm
eller2 ·m + 10 · c ·m = 2 · (1 + 10 · c) ·m? Det beror helt p̊a sammanhanget. I detta
kapitel skallabc tolkasa · b · c och2m + 10cm betyder2 ·m + 10 · c ·m.

Exempel. Med de vanliga r̈aknereglerna kan man förenkla en del algebraiska uttryck.

a) 10m−9y+5y+7m+4y−m = (10+7−1)m+(−9+5+4)y = 16m+0·y = 16m

b) m− [a− b− (c−m)] = m− [a− b− c + m] = m− a + b + c−m = b + c− a

c) 3abc · a3bc2 · −(4b2) = 3 · (−4) · a · a3 · b · b · b2 · c · c2 = −12a4b4c3

d) (3x2y3z)4 = 34 · (x2)4 · (y3)4 · z4 = 81x8y12z4

e) (2x + 3)(4x2 − 6x + 9) = 2x · (4x2 − 6x + 9) + 3 · (4x2 − 6x + 9) =
2x · 4x2 − 2x · 6x + 2x · 9 + 3 · 4x2 − 3 · 6x + 3 · 9 =
8x3 − 12x2 + 18x + 12x2 − 18x + 27 = 8x3 + 27

¤

1.9.1 N̊agra viktiga algebraiska identiteter

Utöver r̈aknereglerna finns det en hel del samband som man behöver kunna anv̈anda.
De flestaär s̊adana att man behöver kunna demaktivt. Det r̈acker inte att veta att de
finns och kunna slå upp dem i en formelsamling. För att kunna r̈akna ”med flyt” kr̈avs
en hel del utantillkunskap.

Följande viktiga identiteter behöver man kunna utantill:
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kvadreringsreglerna:
{

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

(a− b)2 = a2 − 2ab + b2 = (b− a)2

kuberingsreglerna:
{

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3

(a− b)3 = a3 − 3a2b + 3ab2 − b3

konjugatregeln: a2 − b2 = (a + b)(a− b) = (a− b)(a + b)

faktoruppdelningarna:
{

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab + b2)
a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2)

Exempel.

a) 232 = (20 + 3)2 = 202 + 2 · 20 · 3 + 32 = 400 + 120 + 9 = 529.

b) 292 = (30− 1)2 = 302 − 2 · 30 · 1 + 12 = 841.

c) 372 − 332 = (37− 33) · (37 + 33) = 4 · 70 = 280

¤

OBS: a2 + b2 (liksoma2 + ab+ b2 ocha2− ab+ b2) kan ejfaktoruppdelas (med reella
tal).

En generalisering av formeln för a3 − b3 ärallmänna konjugatregeln.

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2 · b + an−3 · b2 + · · ·+ a · bn−2 + bn−1)

som visas genom ihopmultiplicering av parenteserna i högra ledet.

Exempel.

a) (3a+4b)2 = (kvadreringsregeln) = (3a)2+2·3a·4b+(4b)2 = 9a2+24ab+16b2

b) (3 + x2)(x2− 3) = (x2 + 3)(x2− 3) = (konjugatregeln) = (x2)2− 32 = x4− 9

c) (x− 2y)3 = (kuberingsregeln) = x3 − 3 · x2 · 2y + 3 · x · (2y)2 − (2y)3 =
x3 − 6x2y + 12xy2 − 8y3

d) Faktoruppdelning:4x2 − 9a4 = (2x)2 − (3a2)2 = (konjugatregeln) =
= (2x + 3a2)(2x− 3a2)
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e) Faktoruppdelning:12x4−2x5−18x3 = (alla gemensamma faktorer brytes ut) =

= 2x3 · (6x − x2 − 9) = −2x3(x2 − 6x + 9) = (kvadreringsregeln) = −2x3 ·
(x− 3)2

f) Faktoruppdelning:x4 + 8xy6 = x · (x3 + 8y6) = x · [x3 + (2y2)3] =
= (enligt formeln f̈or a3 + b3) = x · (x + 2y2)[x2 − x · 2y2 + (2y2)2] =
= x · (x + 2y2)(x2 − 2xy2 + 4y4) ¤

1.9.2 Pascals triangel och(a + b)n

Koefficienterna i utvecklingen av(a + b)n kan besẗammas med hjälp avPascals tri-
angel:

n = 0
1
2
3
4
5

. . .

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
· · · · · · · · · · · o.s.v.

Den sista raden innebär att(a+b)5 = 1·a5+5·a4·b+10·a3·b2+10·a2·b3+5·a·b4+1·b5

Ett tal i triangeln erh̊alles genom addition av de två tal, som st̊ar n̈armast snett ovanför.
För att inse att detta ger koefficienterna i utvecklingen kan vi se på (a + b)4. Vi har ju
att (a + b)4 = (a + b) · (a + b)3. Men (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3. Alltså är
(a + b)4 = a · (a3 + 3a2b + 3ab2 + b3) + b · (a3 + 3a2b + 3ab2 + b3). Man får en term
a3b ur båda produkterna, delsb · a3, delsa · 3a2b. Koefficienten f̈or a3b är summan av
koefficienterna f̈or a3 ocha2b.

På samma s̈att fungerar det f̈or allaövriga termer ocks̊a.

Exempel.

a) (a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

b) (a− b)4 = (a + −b)4 = a4 + 4a3(−b) + 6a2(−b)2 + 4a(−b)3 + (−b)4 =
a4 − 4a3b + 6a2b2 − 4ab3 + b4

c) (a + b)6 = a6 + 6a5b + 15a4b2 + 20a3b3 + 15a2b4 + 6ab5 + b6

¤
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1.9.3 Rationella uttryck

Räkning med rationella uttryck följer samma r̈akneregler som räkning med rationella
tal. Vid additionär det l̈ampligt att f̈orlänga med ”s̊a lite som m̈ojligt”. Man besẗammer
i så fall minsta gemensamma nämnare i sẗallet för att ”multiplicera korsvis”. F̈or att
besẗamma minsta gemensamma nämnare beḧover man faktoruppdela de olika termer-
nas n̈amnare. I detta kapitel med hjälp av kvadrerings- kuberings- eller konjugatregler-
na, senarëaven med hj̈alp av faktorsatsen och polynomdivision.

Exempel.

a)
b− a

c
=

−(a− b)

c
= −

(
a− b

c

)
, varav f̈oljer att

b− a

a2 − b2
= −

(
a− b

a2 − b2

)
= −

(
a− b

(a− b)(a + b)

)
= −

(
1

a + b

)

b)
30x4y7

12xy10
=

2 · 3 · 5 · x4−1

2 · 2 · 3 · y10−7
=

5x3

2y3
= 2.5 · x3 · y−3

c)
x− y

xy − x2
=

x− y

x(y − x)
= −

(
y − x

x(y − x)

)
= − 1

x

d)

(
a

b
+

b

a
+ 2

)
÷

(
1

b
− b

a2

)
=

(a2 + b2 + 2ab)

ab
÷ (a2 − b2)

a2b
=

(a2 + b2 + 2ab) · a2b

ab · (a2 − b2)
=

(a + b)2 · a
(a + b)(a− b)

=
(a + b)a

a− b

e)
5

2x− 2
− 1

3x
+

3x + 1

1− x2
= (faktoruppdela n̈amnarna) =

5

2(x− 1)
− 1

3x
− 3x + 1

(x + 1)(x− 1)
=

{ minsta gemensamma nämnarëar2 · 3 · x · (x + 1) · (x− 1)}

=
5 · 3x(x + 1)

2(x− 1) · 3x(x + 1)
− 1 · 2(x + 1)(x− 1)

3x · 2(x + 1)(x− 1)
− (3x + 1) · 2 · 3x

(x + 1)(x− 1) · 2 · 3x =

(15x2 + 15x)− (2x2 − 2)− (18x2 + 6x)

2 · 3 · x(x + 1)(x− 1)
=

−5x2 + 9x + 2

6x(x2 − 1)
=

−
(

5x2 − 9x− 2

6(x3 − x)

)

¤
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1.9.4 Rotuttryck

Vid omskrivning av rotuttryck kan man givetvis använda alla de r̈akneregler som g̈aller
för reella tal. Det man speciellt skall tänka p̊a är (

√
a)

2
= a oma ≥ 0 och

√
a2 = |a|.

Exempel.

a)
3− c√
c− 3

= − c− 3√
c− 3

= −
(√

c− 3
)2

c− 3
= −√c− 3 om c > 3.

OBS:
√

c− 3 är definierat omc − 3 ≥ 0, d.v.s. omc ≥ 3, men1/
√

c− 3 är
definierat endast omc > 3.

b)
a√

a2 + a3
=

a√
a2(1 + a)

=
a√

a2 · √1 + a
=

a

|a|√1 + a
=

{
1/
√

1 + a om a > 0
−1/

√
1 + a om −1 < a < 0.

OBS: Var uppm̈arksam p̊a tecknet vid inmultiplicering i och utbrytning ur rotut-
tryck! ¤

1.9.5 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 1d

1.9.1 Förenkla

a) 10t− 14u + 7v − t− 8v + 14u− 8v − u

b) 70a + 20c + 33x + c− x− 28a− 40a− 9c + 41x

1.9.2 Förenkla

a) m + 2p− (m + p− r) b) 3c− (2a + c− 5b)− (2b− 2a)

c) 7a− 2b− [(3a− c)− (2b− 3c)]

1.9.3 Förenkla

a) 2xz7 · 10xz b) a2b4c · (−3ac2) · 9abc

c) −2p2qr · pq7s2 · (−7qr3)
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1.9.4 Förenkla

a) (3x2y)3 b) (4ab2c3)2(−2a2b)3 c) (a2)p · (apb3p)2 · bp

1.9.5 Omforma (genom att multiplicera ihop parenteserna)

a) (2x− y)(x + 2y) b) (2x− y)(x + 2y)(x− y)

c) (a + x)(a4 − a3x + a2x2 − ax3 + x4)

d) (x2 − 2x + 3)(2− 3x− 2x2)

1.9.6 Utveckla

a) (3a− 4b)2 b) (a3 + 2b2)2

c) (m4 + 4)2 + (m4 − 4)2

1.9.7 Förenkla

a) (6− x)(x + 6) b) (a2 + y)(a2 − y)

c) (x3 + 3)(x3 − 3)(x6 + 9)

1.9.8 Utveckla

a) (y + 3x)3 b) (3x + 2y2)3 c) (x4 − 6x)3

1.9.9 Uppdela i faktorer

a) x2 − a4 b) 9x4 − 25x2

c) 18x + 81 + x2 d) x4y + 4x2y3 − 4x3y2

e) x4 − x f) 3a3 + 81b3

g) x2 − x6 h) 54x2y7 − 16x5y

1.9.10 Utveckla

a) (x− 1)5 b) (1− y)7 c) (2x + a2)5 d) (xy2 − 3z)6

1.9.11 Förenkla

a)
6a7b3c

16ab3c3
b)

32xnyp

36xn+1yp−1
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c)
2ay + y2

2ay
d)

12x2y2 + 20xy2 − 8x2y

4xy

1.9.12 Förenkla

a) (2a + 2b)/(b2 − a2) b) (x2 − 4x4)/(4x2 − 4x + 1)

c) (x− y)3/(y − x)5 d) (b8 − 9)/(b8 − 6b4 + 9)

e) (a3 − b3)/(b− a)2 f) (a3 + 1)/(a− a2 + a3)

g) (x4 − 16)/((x + 2)(x3 − 8))

1.9.13 Förkorta (om m̈ojligt)

a) (a3 + b3)/(a + b) b) (a4 − b4)/(a− b)

c) (a4 + b4)/(a + b) d) (a5 − b5)/(b− a)

1.9.14 Förenkla

a)

(
x

y2
− y2

x

)
÷

(
1

x
+

1

y2

)
b)

(
1− 1

x4

)
÷

(
1 +

1

x3

)

c)

(
x + y

x− y
− x− y

x + y

)
÷

(
x + y

x− y
− 2 +

x− y

x + y

)

d)

(
1/a

b
− 1/b

a
+

1

2b/a
+

2

a/b

)
÷

(
a2 + 4b2

ab

)

1.9.15 Skriv som ett br̊ak (p̊a s̊a enkel form som m̈ojligt)

a)
1

x− 3
+

1

x + 3
− 2

x
b) 1 +

1

2x
+

1

x2 − 4x

c)
1

x2 + x
+

1

1− x2
d)

1

x3 − 8
+

1

2x2 − 8
+

1

8− 4x

1.9.16 Förenkla och avg̈or för vilka värden p̊a c som likheten g̈aller.

a)
√

c2 + 4c + 4 b) c/
√

c2 c) (
√

c)2/c

d) (c2 − 9c)/
√

9− c e) c/
√

c3 − 2c2 f)
√

c3 + 2c2/c
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2 Ekvationer

I det ḧar avsnittet ska vi bara diskutera vad en ekvationär och hur den kan dyka upp
vid probleml̈osning. Vi ska inte alls oroa oss för hur man l̈oser dem. Det kommer i de
följande avsnitten.

En ekvationär helt enkelt en likhet som innehåller en eller eventuellt flera obekanta
variabler. Vi tar n̊agra enkla exempel.

Exempel. Likheten21 − x = x − 3 är en ekvation med en obekantx. Om detär en
enda obekant i ekvationen så brukar man ofta av tradition använda bokstavenx, men
det g̊ar lika bra med vilken bokstav (symbol) som helst. Likheteng2 − g = 1 är en
ekvation med en obekant som heterg.

Det är vanligt ocks̊a med ekvationer med flera obekanta. Likheten3x + 2y = 31 är en
ekvation som inneh̊aller två obekantax ochy. ¤

Vad ska man d̊a ha ekvationer till? En ekvation använder man till att beskriva ett sam-
band som inneh̊aller n̊agonting som̈ar obekant och som man̈onskar r̈akna ut vad det
är. Vi tar en titt p̊a n̊agra exempel p̊a problem som man kan ha nytta av en ekvation för
att lösa.

Exempel. Kal har en storasyster som heter Ada. Skillnaden på dem iålder är lika
mångaår som Kal fyllde f̈or 3 år sedan. Adäar 21år gammal. Hur gammalär Kal?

Lösning. Vi betecknar Kals nuvarande̊alder medx. Skillnaden mellan deras̊alderär
då 21 − x och för 3 år sedan fyllde Kalx − 3. En ekvation som beskriver sambandet
är allts̊a21− x = x− 3. ¤

Exempel. Vi söker nu ett tal med den magiska egenskapen att om man ifrån kvadraten
av talet subtraherar talet själv s̊a får man exakt 1. Vilkeẗar talet?

Lösning. Vi betecknar det ok̈anda talet medg. Subtrahera talet själv ifrån kvadraten
av taletärg2 − g och detta skulle bli 1. Allts̊a får vi ekvationeng2 − g = 1. ¤

Exempel. Bedaär i godisaff̈aren f̈or att k̈opa l̈ordagsgodis. Hon k̈oper 3 likadana
chokladkakor och 2 likadana tablettaskar. Hon betalar 31 kronor. Hur mycket kostar
chokladkakorna respektive tablettaskarna per styck?

Lösning. Vi betecknar priset p̊a chokladkakan medx och priset p̊a en tablettask med
y. Det totala priset p̊a Bedas l̈ordagsgodis blir d̊a 3x + 2y. Hon betalade 31 kronor så
vi f år allts̊a ekvationen3x + 2y = 31. ¤
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2.1 Förstagradsekvationer

Vi ska nu b̈orja titta p̊a hur man l̈oser ekvationer. Deẗar viktigt att veta vad man får
göra med en ekvation och vad man inte får g̈ora. I det ḧar avsnittet beḧover vi bara
3 grundl̈aggande regler. Detär tillåtet att: (1) addera eller subtrahera samma sak från
båda sidor av likheten, (2) multiplicera eller dividera båda sidorna med något som inte
är 0 samt (3) f̈orenkla de tv̊a sidorna av likheten var för sig. Alla dessa tre operationer
leder till en ekvivalent ekvation, dvs manändrar inte p̊a lösningarna till ekvationen.

Vi börjar med den allra enklaste typen av ekvationer, så kallade linj̈ara ekvationer. Man
säger att en ekvation̈ar linjär om deẗar s̊a att det enda man gjort med de obekantaär att
man multiplicerat dem med ett tal och sedan adderat eller subtraherat de olika termerna
med varandra och med tal.

Exempel. Ekvationen21 − x = x − 3 är linjär för den enda obekanta variabelnx
har bara adderats och subtraherats med tal. Samma sak för 3x + 2y = 31 där de tv̊a
obekanta bara multiplicerats med tal.

Däremotär ekvationeng2 − g = 1 inte linjär d̊a den obekante här har multiplicerats
med sig sj̈alv. Inte heller ekvationenxy = 1 är linjär d̊a man ḧar multiplicerat de tv̊a
obekanta med varandra. ¤

Linj ära ekvationer̈ar det enklaste som finns att lösa. Vi b̈orjar med att titta p̊a linjära
ekvationer med 1 obekant som vi kallarx. Strateginär enkel. Samla alla termer som
inneh̊allerx på en sida och alla tal på den andra.

Exempel. Vi l öser ekvationen21− x = x− 3:

21− x = x− 3 ⇐⇒ (21− x) + x = (x− 3) + x ⇐⇒ 21 = 2x− 3 ⇐⇒

21 + 3 = (2x− 3) + 3 ⇐⇒ 24 = 2x ⇐⇒ 24

2
=

2x

2
⇐⇒ 12 = x.

Här betyder dubbelpilen⇐⇒ att ekvationernäar ekvivalenta. Vi ser allts̊a att ekvatio-
nen har en enda lösning, n̈amligenx = 12. (Därmed vet vi allts̊a att Kal ifr̊an exemplet
i f örra avsnitteẗar 12år.)

Vi l öser nu ekvationen21 + x = x− 3:

21 + x = x− 3 ⇐⇒ (21 + x)− x = (x− 3)− x ⇐⇒ 21 = −3.

Här försvannx och kvar fick vi bara orimligheten21 = −3. Ingetx i världen kan f̊a
den likheten att g̈alla, allts̊a saknar ekvationen lösning.

Avslutningsvis l̈oser vi ekvationen12− (x− 3) = 15− x:

12− (x− 3) = 15−x ⇐⇒ 12−x+3 = 15−x ⇐⇒ 15−x = 15−x ⇐⇒ 15 = 15.

Denna sista likhet g̈aller uppenbarligen alltid så till denna ekvation̈ar alla tal en
lösning. Den har allts̊a öandligt m̊anga l̈osningar. ¤
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Vi såg i exemplet att en linjär ekvation med 1 obekant kunde ha 1, 0 eller oändligt
många l̈osningar och dettäar faktiskt de enda m̈ojligheterna som finns. Vi ska nu tit-
ta p̊a en linj̈ar ekvation med mer̈ar en obekant. Ḧar blir strategin att v̈alja ut en av
variablerna att l̈osa ut (f̊a ensam p̊a ena sidan) p̊a samma s̈att som vi gjorde medx
ovan.

Exempel. Vi l öser ekvationen3x + 2y = 31 genom att l̈osa uty:

3x + 2y = 31 ⇐⇒ (3x + 2y)− 3x = 31− 3x ⇐⇒ 2y = 31− 3x ⇐⇒ y =
31− 3x

2
.

Här ser vi att f̈or varjex vi väljer s̊a får vi precis etty nämligeny = (31 − 3x)/2. Vi
får allts̊a öandligt m̊anga par av l̈osningar. Tv̊a möjliga lösningar̈ar t exx = 5, y = 8
ellerx = 6, y = 13/2.

Denna ekvation var ju den vi hade i förra avsnittet d̊a Beda k̈opte ett antal chokladkakor
och tablettaskar. Vi ser nu när vi löser ekvationen att det inte finns unik lösning och
därför räcker inte informationen till att räkna ut vad godiset kostar per styck. ¤

Om man har en linj̈ar ekvation med mer̈an 1 obekant s̊a får man alltid öandligt m̊anga
lösningar (eller ingen lösning alls om alla obekanta försvinner n̈ar man f̈orenklar).

2.1.1 Övningar

2.1.1 Lös ekvationerna:

a) 3(2− x) = −(1 + 2x) b) 3(5− 3x)− 2(4− x) = 10

c) 3(5− 3x)− 2(4− x) = 7− 7x d) 3(5− 3x)− 2(4− x) = 6− 7x

2.1.2 Lös uty i f öljande ekvationer:

a) 3(2− x) = −(1 + y) b) 3(5− 3y)− 2(4− x) = 10 + 2y

2.2 Andragradsekvationer

Ocks̊a andragradsekvationer löser man genom att addera eller subtrahera samma tal till
båda sidor av ekvationen, multiplicera eller dividera båda leden med tal (6= 0), eller
göra omskrivningar.

Den enklaste typen av andragradsekvationer,x2 = a där a är ett positivt tal, kan man
lösa helt utan kalkyler. Vi har ju att

√
a är det positiva tal vars kvadratära, (

√
a)2 = a

om a > 0 . Eftersom det ocks̊a g̈aller att (−√a)2 = a så har ekvationen de två
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lösningarna
√

a och−√a. Att det inte kan finnas fler lösningarnåaterkommer vi till i
kapitel 2.5.

Ekvationenx2 = 9 har allts̊a de tv̊a lösningarna3 (=
√

9) och−3.

Exempel. Förhållandet mellan de tv̊a sidorna i en rektangelär 2:3. Om kortsidan̈ar
10 mär allts̊a långsidan 15 m. Vi skall bestämma sidl̈angderna s̊a arean̈ar 54 m2.

Lösning.Om kortsidanär 2a m s̊a är långsidan3a m och arean6a2 m2. Alltså skall
a vara l̈osning till 6a2 = 54. Division med 6 gera2 = 9 vars l̈osningarär 3 och -3.
Endast positiva l̈osningen kan vara relevant så rektangelsidornäar 6 respektive 9 m.¤

Den n̈ast enklaste typen̈ar (x− b)2 = a dära är ett positivt tal. Ḧar ärx− b ett tal vars
kvadratär a. Då är x − b =

√
a eller x − b = −√a. Lösningarna till(x − b)2 = a är

såledesx1 = b +
√

a ochx2 = b−√a.

Exempel. Ekvationen(x− 2)2 = 9 har de tv̊a lösningarna som ges avx− 2 = 3 och
x− 2 = −3. Såledesx1 = 5 ochx2 = −1. ¤

Exempel. Långsidan i en rektangelär 6 meter l̈angreän kortsidan. Vi skall bestämma
sidlängderna s̊a arean̈ar 55 m2.

Lösning.

Antag att kortsidan̈arx m. Dåär långsidanx+6 m och are-
anx(x + 6) m2. Vi söker s̊aledes en l̈osning till ekvationen
x(x + 6) = 55.

x

x + 6

x(x + 6) = 55 ⇔ x2 + 6x = 55. Genom att addera9 till v änsterledetx2 + 6x blir
uttrycket en j̈amn kvadrat:x2 + 6x + 9 = x2 + 2 · 3x + 32 = (x + 3)2.

Addera d̈arför 9 till båda sidor av ekvationen.x(x + 6) = 55 ⇔ x2 + 6x = 55 ⇔
x2 + 6x + 9 = 55 + 9 ⇔ (x + 3)2 = 64 ⇔ x + 3 = 8 ellerx + 3 = −8 ⇔ x + 3 = 8
ellerx = −11 . Endast positiv l̈osning:x = 5. Sidornaär 5 respektive 11 m. ¤

Metoden i exemplet kallaskvadratkom-
plettering: Genom att addera en kvadrat
med arean9 m2 gör vi om rektangeln till
en kvadrat med sidanx + 3. Rektangeln
har arean55 m2, kvadraten har arean64
m2.

x

x + 6

x^2

9

3x

3x

3x
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På samma s̈att kan man kvadratkomplet-
tera alla andragradsuttryck:x2 + 2rx kan
ses som arean av en rektangel med si-
dornax och x + 2r. Genom att addera
en kvadrat med sidanr erh̊aller man en
kvadrat med sidanx + r.

x x^2

x + 2r

rx

r^2

rx

rx

Man löser alla andragradsekvationer med hjälp av kvadratkomplettering:

x2 + px + q = 0 ⇔ x2 + 2 · p
2
· x = −q ⇔

x2 + 2 · p
2
· x +

(
p
2

)2
=

(
p
2

)2 − q ⇔ (
x + p

2

)2
=

(
p
2

)2 − q

varför x +
p

2
=

√(p

2

)2

− q ellerx +
p

2
= −

√(p

2

)2

− q.

Andragradsekvationenx2 + px + q = 0 har r̈otterna

x1 = −p

2
+

√(p

2

)2

− q och x2 = −p

2
−

√(p

2

)2

− q.

Resultatet ovan har du använt m̊anga g̊anger. Ofta skrivs det medenformel:

x = −p

2
±

√(p

2

)2

− q. Den är inte s̊a sv̊ar att memorera, men minnet blir lätt lite

diffust efter ett tag. D̈arför är det betydligt b̈attre om düaven kan kvadratkomplettera
och p̊a det viset komma fram till lösningen utan att använda formeln. Tecknet± är
praktiskt vid kalkyler men man b̈or alltid ange de tv̊a rötterna separat.

Exempel.

a) Ekvationenx2 + 6x + 5 = 0 har r̈otterna

x1,2 = −3±
√

(−3)2 − 5 = −3±√9− 5 = −3±√4 = −3± 2 d.v.s.

x1 = −3 + 2 = −1 ochx2 = −3− 2 = −5

b) Ekvationen6 + 3x− 4x2 = 0 kan skrivasx2 − 3

4
x− 3

2
= 0.
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Denna har r̈otterna

x1,2 =
3

8
±

√(3

8

)2
+

3

2
=

3

8
±

√
9

64
+

3

2
=

3

8
±

√
9 + 96

64
=

3

8
± 1

8
·
√

105.

Såledesx1 = (3 +
√

105)/8 ochx2 = (3−√105)/8. ¤

Observera!Detär inte alltid n̈odvändigt att r̈akna f̈or att besẗamma en ekvations rötter.
detta illustreras av följande exempel.

Exempel. Ekvationen(x−1)(x+3) = 0 har de tv̊a lösningarnax1 = 1 ochx2 = −3.

Detta f̈orklaras av att en produkt av två tal är 0 om minst ett av talen̈ar 0, men inte
annars. Produkten(x− 1)(x + 3) är allts̊a 0 bara omx− 1 = 0 ellerx + 3 = 0 vilket
ger de tv̊a lösningarna.

På samma s̈att ser vi att ekvationenx2 + px = 0 har de tv̊a lösningarnax1 = 0 och
x2 = −p. ¤

Anmärkning: Om vi multiplicerar ihop de tv̊a termerna f̊ar vi att (x − 1)(x + 3) =
x2 +2x−3. Ekvationenx2 +2x−3 = 0 har allts̊a de tv̊a rötternax1 = 1 ochx2 = −3.
Det vi ser ḧar är ett generellt fenomen: ekvationenx2 + px+ q = 0 har r̈otternax1 och
x2 om och endast omx2 + px + q = (x− x1)(x− x2). Detta ger b̊ade en m̈ojlighet att
kontrollera att r̈otternaär korrekta och en m̈ojlighet att enkelt gissa heltalsrötter.

Observera!En ekvationx2 = a, dära är ett negativt tal, saknar reella rötter. Det finns
ju inte n̊agot reellt tal vars kvadraẗar negativ. D̈aremot finns det komplexa lösningar.
Ekvationenx2 = −4 har lösningarnax1 = i och x2 = −i där i är denimagin̈ara
enheten. Genom kvadratkomplettering ser vi att ekvationenx2 + 2x + 2 = 0 har
rötternax1 = −1 + i ochx2 = −1 − i. Vi återkommer till detta i ett senare kapitel. I
detta kapitel̈ar vi endast intresserade av reella lösningar.

2.2.1 Övningar

2.2.1 Lös ekvationerna

a) x2 + 3x− 4 = 0 b) 3 + 2x− x2 = 0 c) 2x2 = 3 + x

d) 3x + 7x2 = 0 e) 4x2 + 9 = 12x f) 5x2 + 3x = 1
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2.2.2 Kvadratkomplettera

a) x2 + 4x + 1 b) 4x2 − 36x + 100 c) 3− 12x− x2

2.2.3 Faktoruppdela (med reella tal)

a) x2 + x− 6 b) 8− 6x− 2x2

c) x2 − x− 1 d) x2 + x + 1

2.2.4 Angiv en andragradsekvation med rötterna

a) 2 och−5 b) −1
2

och 2
3

c) 1 +
√

5 och1−√5

2.3 Ekvationer som leder till andragradsekvationer

En del ekvationer kan̈overföras till en andragradsekvation genom en algebraisk om-
skrivning.

Observera!Om en ekvation multipliceras med en faktor, som innehåller den obekanta
variabeln, kan man få extra r̈otter. Ekvationen(x− 1)(x− 2) = 0 har r̈otternax1 = 1
ochx2 = 2. Om vi multiplicerar medx−3 får vi ekvationen(x−1)(x−2)(x−3) = 0
som har ytterligare en rotx3 = 3.

På samma s̈att leder oftast division till att r̈otter tappas bort. Ekvationenx2 + 4x = 0
har r̈otternax1 = 0 och x2 = −4. Division medx leder till ekvationenx + 4 = 0,
rotenx1 = 0 tappas bort.

Det är d̈arför extra viktigt att pr̈ova de erh̊allna r̈otterna i den givna ekvationen och,
naturligtvis, ẗanka sig noga f̈or då man dividerar med en faktor som innehåller den
obekanta.

Exempel. Vi l öser ekvationenx− 8

x + 2
= 0.

Lösning.Ekvationen multipliceras medx + 2.

Rötterna till den nya ekvationenx(x + 2)− 8 = 0 besẗams med kvadratkomplettering:
x(x+2)−8 = 0 ⇔ x2+2x = 8 ⇔ x2+2x+1 = 9 ⇔ (x+1)2 = 9 ⇔ x1,2 = −1±3.

Rötternaär x1 = 2 och x2 = −4. Vi prövar dessa i ursprungsekvationen och finner
att b̊adaär korrekta. (Eftersom vi multiplicerade medx + 2 är enda m̈ojliga falska
roten−2. Kontrollen var logiskt setẗoverflödig men man b̈or alltid kontrollera genom
insättning.) ¤

Vissa ekvationer, som innehåller rottecken kan̈overföras till en andragradsekvation
genom att de b̊ada leden kvadreras. Detta bygger på att oma ochb är positiva tal och

41



b =
√

a så är b2 = a. Notera att omb är ett negativt tal ochb = −√a så är ocks̊a
b2 = a. Den kvadrerade ekvationenkanha fler r̈otterän den givna.

Exempel. Vi l öser ekvationen
√

2x + 143 = x.

Lösning. Ekvationen kvadreras. Den nya ekvationen2x + 143 = x2 skrivs om till
x2 − 2x + 143 = 0.

Denna har r̈otternax1,2 = 1±√144 = 1± 12.

Rotenx1 = 13 är rot till givna ekvationen eftesom
√

2 · 12 + 143 =
√

169 = 13.

Däremotärx2 = −11 en s.k.falsk rot:
√

2 · (−11) + 143 =
√

121 = 11 6= −11.

Denna falska rot erh̊alls p̊a grund av kvadreringen ochär rot till ekvationen√
2x + 143 = −x. ¤

Exempel. Vi l öser ekvationen1 +
√

x2 + 5 = 2x.

Lösning. Ekvationen kan skrivas
√

x2 + 5 = 2x− 1.

Kvadrering gerx2 + 5 = (2x − 1)2 som utvecklas tillx2 + 5 = 4x2 − 4x + 1, d.v.s.
3x2 − 4x− 4 = 0, som l̈oses.

Man fårx1 = 2 ochx2 = −2/3. Nu måste pr̈ovning ske genom insättning i den givna
ekvationen, ellerhellregenom pr̈ovning i ekvationen

√
x2 + 5 = 2x−1, varvidendast

tecknet beḧover pr̈ovas, eftersomq2 = p ⇔ q =
√

p eller q = −√p:

x1 = 2 gerhöger led: HL = 2x− 1 = 2 · 2− 1 = 4− 1 = 3 > 0, s̊ax1 = 2 är en rot
till den givna ekvationen. F̈or s̈akerhets skull kontrollerar vïaven v̈anster led (vi kan
ju ha r̈aknat fel):V L =

√
x2 + 5 =

√
4 + 5 =

√
9 = 3 vilket bekr̈aftar attx1 = 2 är

en rot till den givna ekvationen.

x2 = −2/3 gerHL = 2 · (− 2
3

)− 1 < 0. Alltså ärx2 = −2/3 en falsk rot.

Svar: Ekvationen har rotenx1 = 2. ¤

Flera olika typer av ekvationer, t.ex. fjärdegradsekvationer som saknarx− och x3-
termer, vissa ekvationer som innehåller rotuttryck och en del andra, kanöverföras till
andragradsekvationer med lämpligasubstitutioner.

En fjärdegradsekvation, som saknarx- och x3-termer,ax4 + bx2 + c = 0,
kan med substitutionenx2 = z överföras till en andragradsekvation för z,
az2 + bz + c = 0.

Om denna andragradsekvation har de positiva rötternaz1 ochz2, s̊a har den ursprungli-
ga fjärdegradsekvationen de reella rötternax1,2 = ±√z1 ochx3,4 = ±√z2, ty x2 = z.

Exempel. Vi l öser ekvationenx4 − 20x2 + 64 = 0.
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Lösning.Sättx2 = z. Då fåsz2 − 20z + 64 = 0 med r̈otterz1,2 = 10±√100− 64 =
10± 6, d.v.s.z1 = 16 ochz2 = 4.

x2 = z1 = 16 gerx1 = 4 ochx2 = −4, x2 = z2 = 4 gerx3 = 2 ochx4 = −2.

Rötterna tillx4 − 20x2 + 64 = 0 är4,−4, 2 och−2. ¤

Ibland är det enklast att lösa en ekvation som innehåller rottecken med hjälp av en
substitution.

Exempel. Vi l öser ekvationenx +
√

x = 6.

Lösning.Sätt
√

x = z. Då fåsz2 + z = 6 vars r̈otterärz1,2 = −1

2
±

√
25

4
=
−1± 5

2
,

z1 = 2, z2 = −3.
√

x = z1 = 2 ⇒ x = 4,
√

x = z1 = −3 är orimligt.

Den givna ekvationen har en enda rot,x = 4. ¤

2.3.1 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 2a

2.3.1 Lös ekvationerna

a) x + 3 = 4 · x−1 b) x + 9x−1 = 12 c) 3 + x−2 = x−1

2.3.2 Lös ekvationerna genom kvadrering

a) x− 6 =
√

x b) x + 1 =
√

x2 + 5 c) x− 2 =
√

x2 − 4x + 5

d) 3 +
√

x2 − 6x + 9 = 2x

e) x + 2
√

x = 8

f)
√

x + 132 = x

g)
√

x + 1 · √x + 6− x = 3

h) 2x +
√

x2 + x = 1

i)
√

x + 3 =
√

x− 2 +
√

x− 5

2.3.3 Lös ekvationen

a) x4 − 7x2 + 12 = 0

b) 1225− 74x2 + x4 = 0

c) x4 − x2 − 12 = 0

d) 24x2 = 72 + 2x4

e) 6x4 = 7x2 + 3

2.3.4 Lös ekvationerna med substitution

a) x− 6 =
√

x b) x + 6
√

x = 1 c) x + 2 = 3
√

x
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2.4 Linj ära ekvationssystem

Ibland har man flera ekvationer med flera obekanta, och man vill lösa ekvationssyste-
met, dvs hitta alla v̈arden f̈or de obekanta som uppfyller alla ekvationer samtidigt.

När man skall l̈osa ett s̊adant system förs̈oker man genomeliminationskaffa sig en
ekvation, som endast innehåller en obekant. N̈ar man v̈al har l̈ost denna kan man sätta
in värdet i en av ursprungsekvationerna och lösa f̈or den andra obekanta variabeln.

Exempel. Lös ekvationssystemet

{
3x + 2y = 5
7x + 3y = 1

Metod 1: (Substitutionsmetoden): Man kan isolerax i den första ekvationen och få
x = (5− 2y)/3.

När man s̈atter in detta (substituerar) i den andra ekvationen får man

7(5− 2y)/3 + 3y = 1 ⇐⇒ 35− 14y + 9y = 3 ⇐⇒ 32 = 5y

och d̈armedy = 32/5 = 6, 4 ochx = (5− 2y)/3 = −13/5 = −2, 6.

Metod 2: (Additionsmetoden): Multiplicera (för att eliminerax) de givna ekvationerna
med7 resp.(−3) och addera:

{
21x + 14y = 35
−21x− 9y = −3

5y = 32

Här får many = 32/5 = 6, 4, som insatt i en av de givna ekvationerna (vilken som
helst) gerx = −13/5 = −2, 6.

Svar:x = −2, 6 ochy = 6, 4

OBS:Man b̈or alltid kontrollera svaretgenom ins̈attning i de givna ekvationerna!¤

Anmärkning 1. I exemplet ovan g̈aller att:
{

3x + 2y = 5
7x + 3y = 1

⇐⇒
{

3x + 2y = 5
5y = 32

där det ḧogra ekvationssystemetär triangulärt, d.v.s. koefficienterna för x ochy bildar
en triangel. N̈ar ett system̈ar triangul̈art, s̊a är en av de obekanta redan eliminerad i
sista ekvationen, så systemeẗar förberett f̈or lösning.

Anmärkning 2. Det spelar ingen roll vilken av variablerna man eliminerar, så man
kan b̈orja med den som leder till de enklaste uttryck. Variablerna kan ha andra namn
änx ochy, vilka som helst egentligen;u ochv är ganska vanliga. Man kan dessutom
utvidga metoderna till system med3 eller fler ekvationer (och3 eller fler variabler).
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Anmärkning 3. Geometriskt motsvarar den linjära ekvationenax + by = c en r ät
linje . (Här ära, b, c fasta parameter ochx, y variabler). Ett system av två s̊adana linj̈ara
ekvationer motsvarar alltså sk̈arningspunkterna mellan två r̈ata linjer, och har d̈armed

• en lösning om de r̈ata linjernäarsk̈arande

• ingenlösning om de r̈ata linjernäarparallella (och olika)

• oändligtmånga l̈osningar om de r̈ata linjernasammanfaller.

2.4.1 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 2b

2.4.1 Lös ekvationssystemen:

a)

{
2x + 3y = 10
2x− y = 6

b)

{
3x− 2y = 10
x + y = 5

c)

{
2x + 3y = 2
7x + 5y = −4

d)

{
3x− 2y = 3
9x− 6y = 8

e)

{
5x + y = 3
10x + 2y = 6

f)

{
15s + 14t = 59
12s− 35t = 1

g)

{
1/x + 1/y = 5/6
1/x− 1/y = 1/6

h)





6x + 5y + z = 45
5x + 2y − z = 23
13x− 7y + z = 6

i)





2x− y + z = 20, 1
x + y − z = 9, 9
3x + 2y + 8z = 30, 4

j)





a + 2b + c = 3
a− b + 2c = 2
3a− 2b + c = −3

k)





x + 2y + 2z = 3
3x + y + 2z = 7
5x + 4y + z = 0

2.4.2 En person som tillfr̊agades om sin̊alder svarade: ”F̈or 9 år sedan var jag26
gånger s̊a gammal som min son, men om 2år blir jag blott4 gånger s̊a gammal.”
Hur gammal var han? (Du kan behöva r̈akna med halv̊ar).

2.5 Polynom, ekvationer av ḧogre grad, faktorsatsen, polynomdi-
vision

Vi ska nu titta lite p̊a polynom. Polynom består av en summa av termer på formenaxn,
där koefficientena är ett tal,potensenn ≥ 0 ett heltal (med andra ord ett naturligt
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tal) samtx en variabel. Den ḧogsta potensenn med koefficienten skild ifr̊an 0 i ett
polynom kallas f̈or graden av polynomet. (Istället för x kan man f̈orst̊as anv̈anda en
annan variabel om man så vill.)

Exempel. När vi löste andragradsekvationer så hade vi uttryck p̊a formenx2 +3x+1.
Dettaär ett polynom av grad 2. Uttrycketx4 + 3x3 + x är ett polynom av grad 4.

Däremotär inte uttryckenx2 + x−1 + 1 ellerx2 +
√

x + 1 några polynom d̊a potensen
i den andra termen intëar ett naturligt tal. ¤

Vi l återp(x) beteckna ett polynom.Värdet i en punkta för polynomeẗar p(a), dvs vi
ers̈atter helt enkeltx meda. Ett nollställe till polynometär ett talb sådantp(b) = 0.

Exempel. Låt p(x) = x2 + 3x + 2. Värdet i 2är d̊a p(2) = 22 + 3 · 2 + 2 = 12
och v̈ardet i -1är p(−1) = (−1)2 + 3 · (−1) + 2 = 0. Alltså är -1 ett nollsẗalle till
polynomet. ¤

Det finns ett viktigt samband mellan nollställen till ett polynom och faktorer till poly-
nomet. F̈oljande sats̈ar mycket viktig att beḧarska f̈or att kunna arbeta med polynom:

Faktorsatsen: Antag attp(x) är ett polynom ocha ett tal. D̊aära ett nollsẗalle
till p(x), dvsp(a) = 0, om och endast omx− a är en faktor ip(x), dvs

p(x) = (x− a) · q(x),

där q(x) är ett polynom med grad ett mindreänp(x).

Exempel. Vi såg i exemplet ovan att -1̈ar ett nollsẗalle till polynometp(x) = x2 +
3x + 2. Enligt faktorsatsen vet vi d̈armed att

x2 + 3x + 2 = (x− (−1)) · q(x) = (x + 1) · q(x),

därq(x) är ett polynom av grad 2-1=1. Alltså ärq(x) = kx + m för några talk ochm.
Vi kan räkna ut vadq(x) är genom att utnyttja likheten

x2+3x+2 = (x+1)·q(x) = (x+1)(kx+m) = kx2+kx+mx+m = kx2+(k+m)x+m.

Genom att identifiera koefficienterna förx2 får vik = 1 och om vi identifierar konstan-
terna s̊a får vi m = 2. En extra kontroll f̊ar man genom att man ser att koefficienterna
för x är 3 respektivek + m = 1 + 2 = 3. Alltså är

x2 + 3x + 2 = (x + 1)(x + 2),

och allts̊a är ocks̊a -2 ett nollsẗalle till polynomet. (Eventuellt kanske du kunde listat ut
att det skulle vara justx + 2 direkt i huvudet?) ¤
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Metoden som anv̈andes i exemplet att hitta den andra faktorn när man k̈anner en faktor
i ett polynom kallas f̈or kort division. Man kan alternativt använda sig av l̊ang division
med liggande stolen ungefär som f̈or tal. Vi illustrerar de tv̊a metoderna i ytterligare
ett exempel.

Exempel. Vi tittar på tredjegradspolynometx3 − 9x + 10. Genom att testa så ser vi
att 2 är ett nollsẗalle till polynomet, ty23 − 9 · 2 + 10 = 0. Därmed vet vi enligt
faktorsatsen attx− 2 är en faktor och attx3 − 9x + 10 = (x− 2)q(x), där q(x) är ett
andragradspolynom.

Vi besẗammer f̈orstq(x) med kort division. Vi har

x3 − 9x + 10 = (x− 2)(ax2 + bx + c) = ax3 + (−2a + b)x2 + (−2b + c)x− 2c.

Koefficienten framf̈or x3 gera = 1 och konstanten ger10 = −2c så c = −5. Koeffici-
enten framf̈or x2 ger nu0 = −2a + b = −2 + b så b = 2. Kontroll med koefficienten
framför x ger−9 = −2b + c = −2 · 2− 5 vilket sẗammer alldeles utm̈arkt.

Vi utf ör nu l̊ang division med liggande stolen. Här besẗammer man successivt koeffi-
cienten f̈or den ḧogsta kvarvarande potensen.

I f örsta steget fr̊agar vi oss hur m̊anga g̊anger g̊ar högsta termen,x, i nämnaren i ḧogsta
termen i ẗaljaren dvsx3. Jo den g̊ar x2 gånger. Vi skriver dettäoverst och subtraherar
sedanx2(x−2) ifr ån ẗaljaren och f̊ar2x2−9x+10. Nu frågar vi oss hur m̊anga g̊anger
går ḧogsta termen,x, i nämnaren i ḧogsta termen i det som̊aterst̊ar av ẗaljaren dvs2x2.
Jo den g̊ar 2x gånger. Vi l̈agger till dettäoverst och subtraherar sedan2x(x− 2) ifr ån
återstoden av täljaren och f̊ar−5x + 10. Nu frågar vi oss hur m̊anga g̊anger g̊ar ḧogsta
termen,x, i nämnaren i ḧogsta termen i det som̊aterst̊ar av ẗaljaren dvs−5x. Jo den g̊ar
−5 gånger. Vi l̈agger till dettäoverst och subtraherar sedan−5(x− 2) ifr ånåterstoden
av ẗaljaren och f̊ar 0. D̈armed ser vi att resten blir 0 (det visste vi ju redan) och kvoten
blir x2 + 2x− 5. ¤

Faktorsatsen kan man använda f̈or att förkorta uttryck som består av en kvot av tv̊a po-
lynom. F̈or att förkorta ett s̊adant uttryck m̊aste man hitta en gemensam faktor mellan
de tv̊a polynomen. Vi tittar p̊a ett exempel.
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Exempel. Förkorta
x3 − x

x3 + 5x2 − 6x

så långt det g̊ar. F̈orst observerar vi att man kan bryta ut faktornx ur både ẗaljare och
nämnare som vi f̈orkortar bort. Kvar blir d̊a

x2 − 1

x2 + 5x− 6

Täljaren kan vi faktorisera med hjälp av konjugatregeln till(x−1)(x+1). För att kolla
om n̊agon av dessa två är faktorer i n̈amnaren s̊a kollar vi om 1 eller−1 är ett nollsẗalle
till x2 + 5x− 6. Vi finner att 1är ett nollsẗalle och faktoriserar (med kort division som
ovan)x2 +5x− 6 = (x− 1)(x+6). Därmed kan vi f̈orkorta bortx− 1 och f̊ar till slut

x + 1

x + 6
,

vilket inte kan f̈orkortas mer.

Observera att det urspungliga och det förkortade uttryckeẗar lika för allax utomx = 0
ochx = 1. För dessa tv̊a värden s̊a ju inte det ursprungliga uttrycket definierat, ¤

Vi såg i ett exempel ovan att om man visste ett nollställe till ett andragradspolynom så
kunde man med hjälp av faktorisering f̊a det andra nollstället. F̈or andragradspolynom
har vi ju redan en allm̈an metod f̈or att hitta nollsẗallen, men f̈or polynom av ḧogre grad
kan man ha stor nytta av denna observation. Antag att vi har ett tredjegradspolynom
p(x) som vi vill hitta alla nollsẗallen till och att vi k̈anner till atta är ett nollsẗalle. Då
ärp(x) = (x−a) ·q(x) därq(x) är ett andragradspolynom. Ett nollställe till p(x) är nu
ett nollsẗalle till antingenx− a eller till q(x). Alltså för att hittaövriga nollsẗallen till
p(x) så hittar vi nollsẗallena till andragradspolynometq(x) vilket vi vet hur man g̈or.

Exempel. Vi l öser ekvationenx3 − 9x + 10 = 0. Vi såg i ett tidigare exempel att
x3− 9x + 10 = (x− 2)(x2 + 2x− 5), s̊a attx1 = 2 är en l̈osning och eventuellt andra
lösningar̈ar nollsẗallen till x2 + 2x − 5. Dessa hittar vi med formeln för lösningar till
andragradsekvationer:

x2,3 = −2

2
±

√(
2

2

)2

− (−5) = −1±
√

6

Rötternaär allts̊ax1 = 2, x2 = −1 +
√

6 ochx3 = −1−√6. ¤

Följande resultat kan man ha nytta av om man ska förs̈oka hitta ett nollsẗalle till ett
polynom av grad 3 eller ḧogre med heltalskoefficienter:

Antag att vi har ett polynomx3 + cx2 + bx + a där alla koefficienter̈ar heltal. Om
x1 är ett heltal som̈ar ett nollsẗalle till polynomet s̊a g̈aller att konstanttermena är en
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multipel avx1. Med andra ord s̊a är varje heltalsnollställe en delare till konstanttermen
a. Samma sak g̈aller för polynomxn + . . . + bx + a av vilken gradn som helst.

Exempel. Vi tittar på polynometx4 + x3 − 7x2 − x + 6. Det har endast heltalsko-
efficienter s̊a om det har n̊agot heltal som nollställe s̊a måste det vara en delare till
6. Möjliga nollsẗallen blir allts̊a {1, −1, 2, −2, 3, −3, 6, −6}. Om man testar dessa
tal s̊a finner man att 4 av dem̈ar nollsẗallen n̈amligen{1, −1, 2, −3}. Vi kan allts̊a
faktorisera polynomet som

x4 + x3 − 7x2 − x + 6 = (x− 1)(x + 1)(x− 2)(x + 3). ¤

Om ett polynomp(x) har samma faktor(x − a) två g̊anger s̊a s̈ager man atta är
en dubbelrottill ekvationenp(x) = 0 (om den f̈orekommer tre g̊anger s̊a kallas den
trippelrot osv).

Exempel. Lös ekvationen(x2 − 2x− 7)2 = 0.

Lösning:Först löses ekvationenx2 − 2x − 7 = 0, som har r̈otternax1,2 = 1 ± 2
√

2.
Polynomet kan faktoriseras som

(x2 − 2x− 7)2 = (x− (1 + 2
√

2))2(x− (1− 2
√

2))2,

så1 + 2
√

2 och1 + 2
√

2 är dubbelr̈otter. ¤

2.5.1 Övningar Efter dessaär det lämpligt att göra prov 2c

2.5.1 Förenkla f̈oljande kvoter mellan polynom så långt det g̊ar.

a)
x2 − 2x + 1

x2 + 3x− 4

a)
x3 − 4x

x4 − 7x2 + 6x

2.5.2 Lös följande ekvationer. Tips: De har minst en rot somär ett heltal.
a)x3 + 3x2 + x = 0
b)x3 − 2x2 − 5x + 6 = 0
c) 2x3 + 14x2 + 22x + 4 = 0
d) 6 + 3x2 − 5x− x3 = 0

2.5.3 Lös följande ekvationer. Ange om någon av r̈otternaär dubbelrot eller trippelrot.
a) (x− 1)3 = 0
b) x3 − 1 = 0
c) (x2 − 1)3 = 0

2.5.4 Faktoruppdela f̈oljande polynom.
a)x3 − 2x2 − 5x + 6
b) x3 + 7x2 + 11x + 2
c) 6 + 3x2 − 5x− x3
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3 Facit
1.1.1 (a) 378 rest18 (b) 357 (c) 7497 är delbart med21

1.1.2 (a) 319

(b) −564

1.1.3 (a) a + 2 · a · b
(b) 2 · a · a · b + 2 · a · b · b− 2 · a · a− 2 · a · b = 2a2b + 2ab2 − 2a2 − 2ab

1.2.1 (a)
1

8
(b) −281

28
(c) −196

33
(d)

17

20
(e)

251

24
(f)

344

255

1.2.2 (a)
13

12
= 1

1

12
(b) − 11

420

1.2.3 (a)
1

4
(b)

3

34
(c)

39

22
(d) 24

(e)
38

15
(f)

10

57
(g)

273

128
(h)

11011

1536

1.2.4 (a)−2 (b)
253

340
(c) −1349

1968

1.3.1 (a) 25 (b) 32 (c) 81 (d) −64

(e) 1 (f) 100 (g) 1 (h) 1

1.3.2 (a)
1

4
(b) − 1

27
(c) 1

1.3.3 (a) 2−6 (b) 22 (c) 2−4

1.3.4 (a)
4

21
(b) −72

1.4.1 (a) Ja.

(b) Ja. Motsatsen2 > 3 är ju falskt.

(c) Nej.

1.4.2 1. c− a = (c− b) + (b− a) > 0

2. Exemplet

3. (b + d)− (a + c) = (d− c) + (b− a) > 0

4. b · c− a · c = (b− a) · c > 0

5. a · c− b · c = (a− b) · c = −(b− a) · c = (b− a) · −c > 0

1.4.3 T.ex.3 < 4 och2 < 6 men(3− 2) < (4− 6) gäller inte.
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1.5.1 (a) 7 (b) 7 (c) 0

1.5.2 (a)−2 och0 (b) −4.5 och10.5 (c) −4 (d) −1 och4

(e) Inget tal satisfierar ekvationen

1.5.3 (a) 1 ≤ x ≤ 3 (b) −8 < x < 2

(c) −1 ≤ x < 0 eller4 < x ≤ 5 (d) x = −2

1.6.1 (a) 0.7 (b) 300 (c) 15
√

2 (d)
√

2/5

(e)
√

3 (f) 10−√2

1.6.2 (a)±5 (b) ±√5 (c) ±2
3

(d) ±2
√

6
3

(e) 0

1.6.3 (a)
√

6
3

(b)
√

21
7

(c)
√

3−√2 (d)
√

11 + 3

(e) −(2 +
√

5) (f) 3− 2
√

2

1.7.1 (a) 3
√

3 (b)
√

2 (c) −2 3
√

3 (d) 12
√

3

(e) 10
√

2 (f) 8
√

5 (g) 3
√

4 (h) 2 3
√

3

1.7.2 (a)±√2 (b) 3 (c) ±
√

3
2

(d) −2

(e) Ingen reell rot

1.7.3 (a) 3a (b) 4
√

x (c) 15
√

x (d)
√
|a|

(e) 12
√

a5 (f) 4
√

x3

1.8.1 (a) 3 (b) 1
2

(c) 2 (d) 1
2

(e) 9 (f) 1
9

(g) 5

1.8.2 (a) 3
1
3 (b) 2

1
2 (c) −2 · 3 1

3 (d) 3
1
12

(e) 2
1
10 (f) 5

1
8 (g) 2

2
3 (h) 2 · 3 1

3

1.8.3 (a) 3a (b) x
1
4 (c) x

1
15 (d) a

1
2
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(e) a
5
12 (f) x

3
4

1.9.1 (a) 9t− u− 9v (b) 2a + 12c + 73x

1.9.2 (a) p + r (b) 3b + 2c (c) 4a− 2c

1.9.3 (a) 20x2z8 (b) −27a4b5c4 (c) 14p3q9r4s2

1.9.4 (a) 27x6y3 (b) −128a8b7c6 (c) a4pb7p

1.9.5 (a) 2x2 + 3xy − 2y2 (b) 2x3 +x2y−5xy2 +2y3

(c) a5 + x5 (d) −2x4+x3+2x2−13x+ 6

1.9.6 (a) 9a2 − 24ab + 16b2 (b) a6 + 4a3b2 + 4b4 (c) 2m8 + 32

1.9.7 (a) 36− x2 (b) a4 − y2 (c) x12 − 81

1.9.8 (a) y3 + 9y2x + 27yx2 + 27x3 (b) 27x3 + 54x2y2 + 36xy4 + 8y6

(c) x12 − 18x9 + 108x6 − 216x3

1.9.9 (a) (x− a2)(x + a2) (b) x2(3x + 5)(3x− 5)

(c) (x + 9)2 (d) x2y(x− 2y)2

(e) x(x− 1)(x2 + x + 1) (f) 3(a + 3b)(a2 − 3ab + 9b2)

(g) −x2(x2 + 1)(x + 1)(x− 1) (h) 2x2y(3y2 − 2x)(9y4 + 6y2x + 4x2)

1.9.10 (a)x5 − 5x4 + 10x3 − 10x2 + 5x− 1

(b) 1− 7y + 21y2 − 35y3 + 35y4 − 21y5 + 7y6 − y7

(c) 32x5 + 80x4a2 + 80x3a4 + 40x2a6 + 10xa8 + a10

(d) x6y12− 18x5y10z +135x4y8z2− 540x3y6z3 +1215x2y4z4− 1458xy2z5 +
729z6

1.9.11 (a)
3a6

8c2
(b)

8y

9x
(c)

2a + y

2a
(d) 3xy + 5y − 2x

1.9.12 (a)
2

b− a
(b)

x2(1 + 2x)

(1− 2x)
(c)

−1

(x− y)2

(d)
b4 + 3

b4 − 3
=

b4 + 3

(b− 4
√

3)(b + 4
√

3)(b2 +
√

3)
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(e)
a2 + ab + b2

a− b
(f)

a + 1

a
(g)

x2 + 4

x2 + 2x + 4

1.9.13 (a)a2 − ab + b2 (b) a3 + a2b + ab2 + b3

(c) Kan inte f̈orkortas (d)−(a4 + a3b + a2b2 + ab3 + b4)

1.9.14 (a)x− y2

(b)
(x2 + 1)(x− 1)

x(x2 − x + 1)

(c)
x

y (d)
1

2

1.9.15 (a)
18

x(x + 3)(x− 3)
(b)

2x2 − 7x− 2

2x(x− 4)

(c)
−1

x(x + 1)(x− 1)
(d)

8− 2x2 − x3

4(x− 2)(x + 2)(x2 + 2x + 4)

1.9.16 (a) |c + 2|, gäller för alla reellac

(b)
x

|x| =

{
1 om c > 0

−1 om c < 0
gäller för alla reellac 6= 0

(c) 1, gäller för c > 0

(d) −c
√

9− c, gäller för c < 9

(e)
1√

c− 2
, gäller för c > 2

(f)
|c|√c + 2

c
=

{ √
c + 2 om c > 0

−√c + 2 om−2 ≤ c < 0
, gäller för c ≥ −2, c 6= 0

2.1.1 (a) x = 7 (b) x = −3
7

(c) Alla tal. (d) Inga.

2.1.2 (a) y = 3x− 7 (b) y = 2x−3
11

2.2.1 (a) 1 och−4 (b) −1 och3 (c) −1 och 3
2

(d) 0 och−3
7

(e) 3
2

(f) −3+
√

29
10

och−3−√29
10

2.2.2 (a) (x + 2)2 − 3 (b) (2x− 9)2 + 19 (c) 39− (x + 6)2

2.2.3 (a) (x− 2)(x− 3) (b) −2(x− 1)(x + 4)
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(c) (x− 1
2
−

√
5

2
)(x− 1

2
+

√
5

2
) (d) x2 + x + 1

2.2.4 (a) x2 + 3x− 10 = 0 (b) 6x2 − x− 2 = 0

(c) x2 − 2x− 4 = 0

2.3.1 (a) 1 och−4 (b) 6 + 3
√

3 och6− 3
√

3

(c) Ingen reell rot

2.3.2 (a) 9 (b) 2 (c) Ingen rot (d)2 (e) 4

(f) 12 (g) 3 (h) 5−√13
6

(i) 6

2.3.3 (a) 2,−2,
√

3 och−√3 (b) 5,−5, 7 och−7 (c) 2 och−2

(d)
√

6 och−√6 (e)
√

6
2

och−
√

6
2

2.3.4 (a) 9 (b) 19− 6
√

10 (c) 1 och4

2.4.1 (a) x = 3, 5, y = 1 (b) x = 4, y = 1 (c) x = −2, y = 2

(d) saknar l̈osning

(e) öandligt m̊anga l̈osningar, av formen:x = t, y = 3− 5t för alla reellat

(f) s = 3, t = 1 (g) x = 2, y = 3 (h) x = 3, y = 5, z = 2

(i) x = 10, y = −0, 04, z = 0, 06 (j) a = −1, b = 1, c = 2

(k) x = 1, y = −2, z = 3

2.4.2 Han var48 år.

2.5.1 (a) x−1
x+4

(b) x+2
x2+2x−3

2.5.2 (a) {0, −3−√5
2

, −3+
√

5
2

} (b) {−2, 1, 3}

(c) {−2, −5−√21
2

, −5+
√

21
2

} (d) {2}

2.5.3 (a) 1 är en trippelrot (b)1 (enkelrot)

(c) 1 och−1 är trippelr̈otter
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2.5.4 (a) (x + 2)(x− 1)(x− 3) (b) (x + 2)(x2 + 5x + 1)

(c) (x− 2)(−3 + x− x2)
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