Extra rakneexempel pa linjer och plan.

Ett plan 7 innehaller punkterna P = (1, -1.2), ¢ = (4,0,1), R = (1,1,3).

a)
b)
¢)

Bestdm en normalvektor till planet.
Bestdm en ekvation for planet.

Beridkna skdrningspunkten mellan planet 7 och réta linjen
(Toy,z) =(2,-2.3) + t(1.1,-2).

d) Bestém skirningslinjen mellan planet 7 och planet 2 — 2y + 3z = 4.
e) Beridkna avstandet mellan punkten P och planet z — 2y + 32 = 4.
f) Berdkna avstandet mellan punkten P och rita linjen i ¢).
Losningar
a) Vitar tva vektorer som ligger i planet (vanligt sprakbruk, men egentligen 4r parallella
med planet, eftersom de inte har nagon fast placering i rummet - bara lingd och
riktning):
u=PQ =(4,0,1) - (1,-1,2) = (3,1,—1) och
v=PR=(1,1,3) - (1,-1,2) = (0,2,1).
Tar vi kryssprodukten av dessa, far vi en vektor som ar vinkelrit mot varje vektor i
planet, dvs en normalvektor till planet:
ij k
1 -1 3 — 3 1
uxv=|31 -1 |= i_,[ [J+' 'k:
()
0 2 1 21 0 1 0 2
=3i—3j+ 6k =(3,-3,6) = 3(1,-1,2).
Eftersom den kortare vektorn (1, —1,2) har samma riktning som (3, —3, 6), sa kan vi
lika gdrna vilja den forstndmnda som normalvektor: n = (1, -1, 2).
Obs! Ren tillfallighet att komponenterna blir precis samma som koordinaterna for
punkten P.
b) Planets ekvation enligt Adams sid 586, didr n = (A, B, (') och (2, yo, zo) 4r en punkt

i planet:

Alr —29)+Bly—yo) +C(z—2) =0
Om vi viljer normalvektorn vi fick i a) och punkten @ = (4,0,1) (spelar ingen roll
vilken punkt i planet som viljs, det blir samma ekvation!), sa har vi alltsa:

Hz—4)~1y—-0)+2(z—1)=0

vilket forenklas till
r—y+2z=6



c)

Linjens ekvationer och planets ska samtidigt vara satisfierade for varje punkt pa
skirningslinjen, dvs vi ska l8sa ett ekvationssvstem med ekvationerna

r o= 2 4+t
y = =2 + ¢
z o= 3 = 2t
r - ¥y o+ 2z = 6

Ersitt z,y. 2 i sista ekvationen (planets) med uttrycken i de tre forsta (linjens ek-
vationer) och 16s ut . Sitt sedan in detta viirde pa ¢ i linjens ekvationer. Vi far da
t =1och (z,y,z) = (3, -1, 1), som ér skirningspunkten.

Planens skiirningslinje ges pa motsvarande séitt av 1osningarna till systemet av de tva

planens ekvationer:

r - y + 22 =6

r = 2y + 3z = 4
Overfér genom radoperationer detta system till trappstegsform:

T -y + 2z =6
y — 2z o= 2

z ar fri variabel, vi kallar den for ¢ och far
(z,9,2) = (8,2,0) +t(—1,1,1), som &r skirningslinjens ekvation(er).

Ta en punkt i planet (se ekvationen!), t ex S = (1,0, 1). Se figur 1 -2 sid 3! Avstandet
dr lingden av projektionen av vektorn r = SP pa riktningen av normalvektorn
m = (1, -2,3), dvs

rom| [(0,-1,1)-(1,-2.3) _ 5
/m| (1, -2,3)| V14

Ir||cosf| =

Ta en punkt pa linjen (se ekvationen!), naturligen T = (2, -2, 3). Se figur 3 sid 3!
Avstandet dr lingden av projektionen av vektorn w = TP pa riktningen av rikt-
ningsvektorn 1 = (1,1, -2), dvs

wising = WU _MELL=D < (L1 =) [(=1,-3,-2)) _ VT _ VT
i (1.1, =2)| (LL=2) V6 V3

Alternativ metod:

Avstandet d mellan punkten P = (1,—1,3) och en punkt (2, -2,3) + (1,1, ~2) pa
linjen kan uttryckas med avstandsformeln:

P =24t=1)+(=2+1t— (=1))2+ (32t —2)2 =612 — 4t + 3

Minimum av detta andragradspolynom hittas litt med kvadratkomplettering eller

derivering. Vi finner att t = :—% ger minimalt d? = 5.dvsd = \/—g Vi hittar da genom

inséttning av f = lg i linjens ekvationer ocksd nirmaste punkten pa linjen: (lf- ;», ~3)

(som annars kan bestimmas med ortogonalprojektion av TP pa linjen).
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