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1. Till denna uppgift ska du endast lamna in svar, alltsa utan motiveringar.

a) Bestédm alla l6sningar till ekvationssystemet
2 — m v

t + m — v =-2

2t — 4dm v -1

) Skriv det komplexa talet (—2 + 2i)® pa formen a + bi.
¢) Bestam (f71)(—1) om f(z) = 2% + 23 + 22 — 5.

) Bestiam samtliga asymptoter till kurvan y = vz2 + 1.

)

Berikna foljande grénsvirden:

3 9
i, fim L H22) i lim (14 2)7H G lim L te

: im ——
z—=0 sinx T—00 T z—00 9T 4 g

f) Berikna y' och 3" for 2 = 0, om y ér en funktion av x given av sambandet
23 —3zy+yP =1

P& denna uppgift skulle bara svar ges, men hir ges kortfattade losningar.

a) Elementéra radoperationer 6verfor systemets totalmatris i trappstegsform, héir ocksa i
reducerad trappstegsform:

2 -1 1 ) 11 -1 -2 1 0 01
11 -1 -2|~]1]01 -1 -3 |~]1010 2
2 -4 1 -1 0 0 1 ) 0015

Svar: systemet har den entydiga l6sningen (t,m,v) = (1,2,5).
b) Kan l6sas med poldr form, men ocksa enligt foljande: (—2 + 2i)6 = ((—2 + 2i)?)3 =
(4 —8i —4)3 = —83%3 = 2% = 512i. Svar: 512i.

c) Forst konstaterar vi att f(1) = —1, sa variabelviirdet y = —1 f6r inversen svarar mot
variabelvardet x = 1 for f. Da &r

1 1 1 1
—1\/ —1y/
= = h -1) = = — Svar: —.
VW)= 7y = setgsar gz *0 U VD =505 = 1 Y 10
d) Bara sneda asymptoter &r ténkbara (definierad 6verallt, gar mot oo at bada hallen). Vi
|z /1 + ;12
beriknar darfor k= lim == lim ———
r—Foco I r—+00 xT
ochfar k=—-1ddx — —occoch k=1da x — oo.
Dérefter berdknar vi m = liIﬂI:l (y — kx) och far m = 0 i bada fallen. Asymptoterna ar
T—rT 00
y=kx +m. Svar: y = £x



ii.

iii.

In(14-2z) In(14-2x)
In(1+42 2z 2
n( ‘+ 7) = Siz’; = Si;ﬁ — 2 (standardgridnsvirden). Svar: 2.
sin x xE B
x x
3 3 3
A+ =(1+2)"1+2) =1 Svar: 3.
x x x

Det dominerande uttrycket da z — oo ar 9*. Vi forkortar med detta och far:
120 () +E&

T

Alla de tre uttrycken som beror av x gar mot noll (expfunktion med bas <1 och
satsen om styrkeférhallandena mellan potens- och expfunktioner). Svar: 0.

f) Vi anvéander implicit derivering. Forst noterar vi att ekvationen ger att y = 1 da = 0.
Vi deriverar bada leden med avseende pa x (produktregeln och kedjeregeln!):

3z2 — 3y — 32y’ + 3y%y = 0.

Sétt in x = 0, y = 1 och fa 3y’ = 1. Derivera igen.

6x — 3y’ — 3y — 3xy” + 6yy’y’ + 3yy” = 0.

Sitt inx=0,y=1,9" =1och fay”" =0. Svar: y'(0) =1, y”(0) = 0.




2. a)

Ange en ekvation for det plan som &r parallellt med planet x +y + z = 1 och innehaller
punkten (1,2,3).

Ange i parameterform ekvationerna for skarningslinjen mellan planen x 4y + z = 2 och
or +2y —z=T.

Berdkna avstandet mellan planen x +y 4+ z = 1 och  + y + z = 2 (tro inte att det &r
1!).

Vilken punkt i planet 2z + 2y — z = 0 &r nidrmast punkten (4,3,5)?

Planet har samma normalvektor som det givna och kan darfér skrivas z +y + z = D.
Inséttning av punkten (1,2, 3) i ekvationen ger D = 6. Svar: x+y+z=26

Punkterna pa skidrningslinjen motsvarar losningarna till ekvationssystemet

r + y + z =2
5 + 2y — z =7

Vi l6ser detta system genom elimination. I matrisform far vi med elementéra radoper-
ationer:
11 1 2 111 2 1 0 -1 1
[5 2 -1 7}”{0 12 1]N[0 12 1]
Ur den sista matrisen far vi losningarna med den fria variabeln z = .
Darmed: De sokta ekvationerna ar (x,y,z) = (1 +t,1 — 2t,t).

Avstandet mellan planen maste vara detsamma som avstandet mellan plan 2 och en
punkt P i plan 1, vilket i sin tur &r ldngden av ortogonala projektionen av en vektor
CfP pa planens normalriktning, om @ star fér en punkt i plan 2. Vi kan t ex vilja
P =(1,0,0), @ = (2,0,0) och normalvektorn n = (1, 1,1). Avstandet blir da

|Q_P ) n| _ |(17070) ) (17 L 1)‘ _ 1

1
Svar: avstandet d&r —.

n| (1, 1,1 V3 V3
Den sokta punkten #r skirningspunkten mellan normalen till planet genom (4, 3,5) och
planet. Normalens ekvation(er) &r (z,y, z) = (4,3,5) + ¢(2,2, —1). Skdrningspunkten &r
16sning till systemet av dessa ekvationer och planets. Sétt darfor in uttrycken for x, y och
z 1 planets ekvation och 16s ut ¢ f6r skérningspunkten: 2(4+2t) +2(3+2t) — (5 —t) = 0.
Losningen ¢ = —1 sétts in i linjens ekvationer och ger Svar: punkten &r (2,1,6).
(Uppgiften kan ocksa losas med ortogonalprojektion).

d=




3. Bestdm definitionsméngden och virdeméngden fér funktionen

f(z) = /8 — 2 och skissera dess graf.

Vi bestidmmer forst definitionsméngden. Den bestéims av villkoret 8 — 22 > 0, vilket innebér
att D(f) = [~V/8, v/8]. Funktionen &r kontinuerlig i hela detta intervall och deriverbar utom
2(4 — 2?)

1
i andpunkterna +v/8 med derivatan f/(z) =1-vV/8 — 2242 ————(—22) = .

2v/8 — 22

Vi teckenstuderar derivatan och far foljande tabell:

x | V8| < | —2|< |2|< | V8
(%) | (—o0) | — 0 |+ ]0] —| (—00)
f(x) 0 Ne| =4 214N\ 0
Ur detta drar vi slutsatsen att funktionen har lokalt och absolut minimum = —4 i
x = —2 samt lokalt och absolut maximum = 4 i x = 2. D& funktionen dr kontinuerlig sager
satsen om mellanliggande vérde att den antar alla virden déremellan.
Dérmed svarar vi: D(f) = [-V8,V8], R(f) = [-4,4].
4 y
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4. Skissa grafen av

z+1 _,
f(w)_2x—i-36

och ange funktionens eventuella lokala extrempunkter och asymptoter. Konkavitet behéver
inte utredas.

Funktionen f &r definierad for alla reella z utom z = —32. Eftersom f(z) — —oo da

z— —3" och f(z) = oo dd z — —%+, sa ir linjen z = —3 en asymptot.

Eftersom f(x) — % -0=0da x — oo, sa ér linjen y = 0 en asymptot.

Da x — —oo giller att f(z) — oo och @ — —o00, sa asymptot saknas da r — —oo.
Vi deriverar nu och soker derivatans nollstéllen.

1-2z+43)—(x+1)-2 _,

z+1 —(z+2)2x+1) _,

/ _ _—ay
P == Tas )T arap
Teckentabell:
£ (x) 0 | + | Odef 0| —
f(x) | oo e2 | | Odef YEIN, |0
Lokalt minimum f(—2) = ¢?
1
Lokalt maximum: f (—5) = \{f
3
Asymptoter: x = 5 Y= 0
2 AY
151
10+ 3
5 T = *5
X
0 >
- y=f(x)
1ol

-20




5. Figuren nedan visar en ljusstrales vig genom en klotformad vattendroppe. Ljusstralen
traffar droppens 6vre halva i A med infallsvinkeln v mot normalen till droppens yta, bryts
dérefter till vinkeln v enligt brytningslagen sinu = nsinv (n dr brytningsindexet for vatten,
lite olika for olika farger, ligger mellan 1,32 och 1,34), reflekteras i droppens insida och bryts
igen i B ut i luften. For att berdkna en regnbages storlek, vill man maximera vinkeln w i
figuren. Darvid varieras infallsvinkeln v i intervallet [0, 5] genom att liget A varieras med
bibehallen riktning pa inkommande stralen. Bestiam w som funktion av u och bestdm den
vinkel 4, som maximerar w. (Regnbagens riktning bestdms av wpqz-)

Punkterna A, B, cirkelns medelpunkt och punkten vid w bildar en fyrhérning. Dess vinkel-
summa ar 27, detta gor att vi kan berdkna w:
Qu+m—20)+w=21r = w=4v—2u

. . sin u . sinu
Ur brytningslagen far vi sinv = —— = v = arcsin ——
n n
Detta ger oss w som funktion av w:
. sinu T
w = 4 arcsin —— — 2u, O§u§§
n

For att soka maximum deriverar vi:

dw 1 COS U 4cosu
2y 9= "7 9
du /1_(sinu)2 n w/n2—sin2u

n

Derivatans nollstélle(n) ges av ekvationen
2cosu=Vn2—sin?u = 4cos’u=n?—sin’u
. 9 4 —n?
& osinfu =
3
4 —n?

Ingen falsk rot om n < 2, men enda nollstéllet i [O, g] dr u = arcsin
(n = 1,33 for vatten). Derivatan dr positiv i intervallets borjan och negativ i slutet, alltsa
4 —n?2
3

har vi ett maximum: Umax = arcsin
(Med n = 1,33 &r Umae =~ 59,6° och Wy ~ 42,5°.)




6. Avgor vilka av foljande pastdenden som &r sanna respektive falska. Du behéver inte mo-
tivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op totalt.

Varje ekvationssystem med fler ekvationer &n obekanta saknar l6sning.
Triangeln med horn i punkterna (1,0,1), (3,1,2), (2,1,—2) &r
ratvinklig.

Om ingen av vektorerna a och b &dr nollvektorn och om a x b = 0,
sa maste a och b antingen ha samma eller motsatta riktningar.

a>b =a>0b
Ekvationen Inx = e~ har exakt en 16sning.

Om f(z) och g(z) &r avtagande funktioner, sa dr f(g(z)) vixande.

Falskt. Exempel: z +y =2, z —y =0, x4+ 2y = 3 har 16sningen x =y = 1.

Sant. Bilda vektorer av sidorna vid hérnet (1,0,1) : u= (2,1,1),

v = (1,1, —3). Deras skaldrprodukt &ru-v=2-14+1-141-(—3) = 0. Alltsa rit vinkel
i det hornet!

Sant. Eftersom |u x v| = |u||v|sinf = 0 = sinf = 0 om ingen av vektorerna &r
nollvektorn, sa maste vinkeln # mellan vektorerna vara 0 eller .

Sant. Om nagon av utsagorna a > b eller a = b dr sann, sa ar utsagan a > b sann.

Sant. Vinster led minus hoger led &r en kontinuerlig och vixande funktion, positiv i
x = 1 och negativi x = e. Satsen om mellanliggande virde garanterar ett nollstélle
mellan 1 och e, och vixandet gor att virdet noll antas bara en gang.

Sant. Tolkningen av avtagande funktion ger att

ry <z = g(z1) > (22) = f(9(21)) < f(9(22))
vilket innebir att den sammansatta funktionen ar vixande.




7.a)
b)

)

Formulera medelvdrdessatsen.

Bevisa med hjélp av medelvirdessatsen att om f'(x) = 0 for
alla x € (a,b), sa ar f konstant i (a,b).

Ge exempel pa en funktion f som &r deriverbar for alla z > 0 och dr sddan att funktionen
men inte dess derivata gar mot 0 da x — oo.

Se R. A. Adams sid 136!

Ta tva punkter z1 < z2 1 (a,b). Om f &r deriverbar i hela (a, ) sa #r férutsidttningarna
for medelvérdessatsen uppfyllda i [z1, z2]. Kontinuiteten foljer ju av deriverbarheten.
Da finns ett ¢ € (x1,22) sa att f(z2) — f(x1) = f'(¢)(we —x1) =0 (x2 — x1) = 0, dvs
f(z1) = f(x2). Detta géller for varje par av punkter i intervallet, dirmed &r f konstant
i intervallet.

2
Ett exempel édr f(z) = et
instdngningsregeln da x — oo.
2

1 1
. Eftersom —— < f(z) < —, sa gar f(x) mot noll pga
x x

1
2
5 sinx

termen gar mot noll analogt med f(x), den forsta pendlar mellan -2 och 2).

. . / . . o
Derivatan dr f'(z) = 2cosz som saknar gransvirde da x — oo (andra




