MATEMATIK Tentamen i Inledande matematik f6r V1 och AT1, (TMV125)

Tid: 2010-08-25, kI 08.30 - 12.30
Hjilpmedel: Inga, ej heller minirédknare.
Telefonvakt: Ida Séafstrom, 0703-088304

Chalmers

Skriv tentamenskoden pa varje inlimnat blad.

Betygsgréanser: 20 - 29 p ger betyget 3, 30 - 39 p ger betyget 4 och 40 eller mer betyget 5.
(Bonuspoing fran duggor hosten 2009 inkluderas.)

Losningar liggs ut pa kursens webbsida tidigast onsdag 25/8.

Resultat meddelas via Ladok senast ca. tre veckor efter tentamenstillfallet. Angaende
granskning, se kursens hemsida www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/tmv125/0910/

1. Till denna uppgift ska du endast limna in svar, alltsa utan motiveringar.

a) Berdkna |z| om z = cos(57/12) 4 isin(57/12). (2p)
2 + 4y + z = 0
b) Los ekvationssystemet 2 + y — z = 3 . (2p)
-z + z = -4
¢) For vilka funktioner f som #r definerade pa R giller det att f/(x) =0  (2p)
for alla x?
d) Bestdm samtliga asymptoter till f(z) =z + 1. (2p)
e) Lat f(z) = sin(z?)/x. Beriikna foljande grinsvirden: (3p)
L L x4 x?
i. gﬁli)nolo flx) il zan;o f(x) i lim m(it2)
f) For vilka = géller olikheten |z — 1| > |z — 5|7 (2p)

Till uppgifterna 2-5 ska du limna in fullstindiga 16sningar.

2. a) Ange alla vektorer i planet som #r vinkelrdta mot (a,b), dér (a,b) €j (1p)
ar nollvektorn.

b) Lat L vara skérningslinjen mellan planen med ekvationerna (2p)
T+ 2y + 2z =4 och 2x 4+ 4y — 3z = 13. Bestam en ekvation for L pa
parameterform. Du far svara antingen pa vektorform eller komponent
for komponent.

c¢) Beridkna volymen av parallellepipeden med hérn i (2,4,1), (2,1, —1), (3p)
(—=1,0,1) och i origo, och med tre av sina kanter utgaende fran origo
till de 6vriga givna punkterna.

3. a) Lat a > 0 vara en konstant och f(x) = 1/x — ax. Vad &r det minsta  (3p)
vérdet f antar pa intervallet (0, 1]?

b) Vilket &r det storsta virdet a kan anta sa att funktionen (3p)
g(z) = xIlnz — ax®/6 #r konvex (concave up) pa intervallet (0,1]?

Var god vind!
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4. Skissa grafen av funktionen

2+ 1
rz+1

flx) =
Ange lokala extrempunkter och asymptoter.

5. Funktionen f definieras sa att f(a) dr den minsta positiva 1osningen till
ekvationen x = ax? + 1 (till exempel blir f(0) = 1). Ange definitions-
méngden for f.

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna respektive falska. Du
behover inte motivera dig. Rétt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar
-1p. Dock ej mindre &n Op totalt.

a) Om f dr en viixande funktion s #r inversen f~! avtagande.

b) Det finns en invers till f(x) = sin(z) pa varje intervall av lingd mindre
an 2.

c) Ett tredjegradspolynom med reella koefficienter har alltid minst ett
reellt nollstélle.

d) En av logaritmlagarna lyder (Ina)’ = blna.

2

e) Ekvationen z° = e” har exakt tva losningar.

f) Om t ir reellt, s dr |e | = 1.

7. a
b

c
d

Definera kontinuitet for en funktion i en punkt.
Definera derivatan av en funktion i en punkt.

Visa att deriverbarhet medfor kontinuitet.

~— ~— ~—

Bevisa med hjilp av medelvéirdessatsen att en funktion som har positiv
derivata i ett intervall dr véixande i detta intervall.

Lycka till!
/Lennart

(6p)
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Lo6sningar

1. a) Ett komplext tal pa formen r(cosv + isinv) har absolutbeloppet 7.

Har

ar tydligen r =1

Svar: |z| = 1.

b) Svar: (z,y,z) = (—8,7,—12).

c) Det

foljer av medelvirdessatsen att en funktion vars derivata &r 0

maste vara konstant, och omvéint ar ju derivatan av varje konstant
funktion 0.
Svar: Alla konstanta funktioner.

d) Eftersom |f(z)| — oo dd x — 0%, s& #r x = 0 vertikal asymptot. For
att finna den sneda asymptoten récker det att observera att f(x) &r
summan av 1/x och z, didr den ena termen har griansvirdet noll och

den

andra &r en linjar funktion.

Svar: Sned asymptot y = x och vertikal asymptot x = 0.

e) i

ii.

iii.

f) Ekvationen kan tolkas som

Grinsvirdet ir noll eftersom sin 2?2 &r begrinsad och 1/x — 0.
Svar: 0.

Vi maste forst beriikna f/(z), som &r

sin 22

f'(x) = 2cosz? — =
Den andra termen har gransvarde noll enligt resonemanget i den
forsta deluppgiften. Den forsta termen pendlar oéndligt manga
ganger mellan —1 och 1, sa f’(x) saknar grinsvirde da x — co.
Svar: Existerar inte.

Funktionen &r en produkt av x + 1 och m Den forsta har
griansvirdet 1 och det har dven den andra (detta dr ett standard-
griansvirde). Gréansvirdet blir produkten av dessa tva grinsvér-
den, alltsa 1.

Svar: 1.

7

avstandet mellan z och 1 ar storre an

eller lika med avstandet mellan = och 5 7. Detta géller om z ligger pa
medelpunkten mellan 1 och 5 pa tallinjen eller till hger om denna.
Medelpunkten &r (1 +5)/2 = 3.

Svar: © > 3.
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2. (a) Vi anvéinder oss av skaldrprodukten: (z,y) &r vinkelrdt mot (a,b) om
och endast om (z,y) - (a,b) = ax + by = 0. En 16sning till denna ekvation
ar (x,y) = (=b,a). Alla andra 16sningar bildar en linje parallell med den-
na dvs (z,y) = t(—b,a) dir ¢t € R.

Svar: {t(—b,a) : t € R}.

(b) Vi maste 16sa evkationssystemet som bestar av ekvationerna x + 2y +
z = 4 och 2z + 4y — 3z = 13. Genom radoperationer far vi det ekvivalenta
systemet som bestar av x + 2y = 5 och z = —1. Vi har y som fri variabel
och far da losningen:

Svar: (z,y,z) = (5 — 2t,t,—1).

(c) Volymen kan beriknas med hjilp av determinanten som

2 4 1
V=2 1 -1|=|-1=1
-1 0 1

Svar: Volymen ar 1.

3. (a) Derivatan ér f'(x) = —(1/2% + a), vilket &r stringt negativt for alla
x > 0. Alltsa ar funktionen strangt avtagande, sa den antar sitt minimum
i den hégra dndpunkten x = 1, och dér &r funktionsvirdet f(1) =1 — a.
Svar: 1 — a, antas i z = 1.

(b) Funktionen r konvex om ¢”(x) > 0 pa intervallet. Vi har att ¢"(z) =
1/z — ax, dvs samma funktion som i (a). Denna funktion &r > 0 om och
endast om dess minimum ar > 0. Alltsa om och endast om 1 —a > 0.
Svar: a = 1 ar det storsta véardet.

4. Vi kan t.ex. borja med att bestdmma sneda asymptoter. Det enklaste
sdttet dr att utfora polynomdivision. Vi far da
22 +1 - 2

—r— 14—
PR R

Darfor &r y = x — 1 en sned asymptot, ty den andra termen &r en rest
term som har gransvirdet noll i odndligheten. Man kan ocksa anvéinda
den vanliga metoden att bestdmma k och m.

Némnaren z + 1 ger upphov till en vertikal asymptot x = —1. Eftersom
22 +1 alltid &r positivt och z+1 viixlar tecken da vi passerar den vertikala
asymptoten ser vi att lim, , ;+ f(z) = oo och lim,_, ;- f(x) = —oc.

Vi ritar in detta i grafen och kontrollerar sedan att det verkar stdmma
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overens med eventuella extrempunkter.
Vi beriiknar nu derivatan f'(z).

20(x+1)— (2 +1) a?+2z—1

f@) = (@ +1)2 T (r+ 1)

Némnaren ovan &r alltid positiv, sa téljaren avgor tecken for funktionen
(och dérmed pa vilka intervall funktionen véixer och avtar). Vi faktoriserar
nu nimnaren genom att 16sa ekvationen x? 4+ 2x — 1 = 0, vilket ger

2?42 —1=(x+1+V2)(z+1-V2).

x | —oo|l< | -1-V2 < |-1]< | -14+V2]< |0
f'(x) 1) | + 0 — | ¢ - 0 + | (1)
f(x) | —oo | /" |lokmax |\, | ¢ |\, |lokmin | /| o0

Teckentabellen visar att f(z) #r vixande pa (—oo, —1 —+/2), avtar sedan
i (—1—+/2,—1) ochi (=1, —1+4+/2) och viixer slutligen pa (—1++/2,0).
Alltsa dr —1—+/2 en lokal maxpunkt och —1+ /2 en lokal minpunkt. Det-
ta dr konsistent med séttet som grafen ndrmar sig den vertikala asymp-
toten. Nedan finns en icke skalenlig plot fran matlab.

N

10—t

2241
z+1 7

Figur 1: y = r=—-lochy=z-1
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5. For a < 0 #r hogerledet av ekvationen 2 = axz? + 1 ett polynom vars graf
har maximum f(0) = 1, &r vixande for negativa x och avtagande for po-
sitiva och gar mot —oo da x — 4o0o. Detta innebér att den skér grafen till
vénsterledet y = x en gang da x < 0 och en gang da x > 0, allt pa grund
av kontinuitet och enligt satsen om mellanliggande vérde (Intermediate
Value Theorem). Sa som konstaterades i texten #r f definierad i a = 0
(f(0) = 1), sa definitionsméngden D(f) innehaller alla icke-positiva tal.

1++v1—4a

2a ’
varvid vi ser att skiirningspunkt(er) finns for alla a i intervallet (0, ].

Sammantaget har vi nu

Svar: D(f) = (—o0, 1].

For a > 0 loser vi ekvationen x = az? + 1 och far z =

6. a) Falskt. T. ex. &r f(z) = z sin egen invers, bade f och f~1 alltsd
vixande. I sjdlva verket dr det generellt sa att en vixande inverterbar
funktion har en vixande invers.

b) Falskt. T. ex. pa intervallet [0, 7] saknas invers. Man maste vélja ett
intervall dér sinx &r monoton for att kunna invertera.

c¢) Sant. Ett sadant polynom gar mot —oo och oo da z — —oo respektive
x — 00, eller tvirtom. Da polynom &r kontinuerliga, sa foljer pastaen-
det av satsen om mellanliggande vérde (Intermediate Value Theorem).

d) Falskt. T. ex. dr (Ine)? = 1, 2lne = 2. (Déremot géller Ina® = blna.)
e) Falskt. For x < 0 finns uppenbarligen exakt en 16sning (rita graferna

for bada leden!). For x > 0 har funktionen ‘g—j sitt storsta virde ;% <1
for x = 2 (derivera!l), annars ir alltsa 22 < e?.

f) Sant. [e~¥| = |cost —isint| = y/(cost)? + (sint)? = 1. (Jfr 1(a)!)

7. Se Adams avsnitt 1.4 (definition 4), 2.2 (definition 4), 2.3 (sats 1) respek-
tive 2.8 (sats 12).



