Losningar till Inledande matematik for V1 och AT1, (TMV125)
2011-01-15

1. Till denna uppgift skulle bara ges svar, men hér ges dock korta lésningar.

a)

3 _ 2
For vilka reella tal ar ﬂ < 07

T —2
3 —322 2%z -3) x—3
9 — s_3 <0 <= x_2<0

Uttrycket ar negativt exakt da tdljare och ndmnare har olika tecken. Dérav:

Svar: 2 <x <3

r + y + 2z =1
Los ekvationssystemet ¢ 2z + y + 3z
2 + 3y + 5z = 3

Vi overfor den utvidgade koefficientmatrisen for systemet till trappstegsform:
1 2 2|1 1 2 2|1
21 3|2 ~]011]0
2 3 5|3 0 0 01

och konstaterar att vi far ett pivotelement i hogerledet. Déarav foljer:

Svar: L6sning saknas.

Bestdm en (vilken som helst) av 16sningarna till ekvationen
24— 222 42 =0. (Du far ge svaret i polér form.)

A 2249220 = (2-1)2=-1 < 22=14i=+2eF1

Av detta kan vi se att tva av losningarna &r z = V/2etis

Svar: z = v/2e's (t. ex.)




d)

Funktionen f(z) = e #r inverterbar da z € (0, 00). Bestim (f~1)'(e4)

Inverterbarheten f6ljer av att f &r stréingt vixande i (0, 00). Da giller foljande samband
mellan derivatorna av f och f~!:

1
(fY(y) = ——, och eftersom f'(x) = 2z och x = 2 motsvarar y = e

f/(lx) 1 4 &r alltsa
—1\// 4\ __ _
(f 1) (6 ) - f/(2) - @
Svar: (f~1)(e*) = é

Berikna foljande grénsvérden:

. In(1+3x)
(a) :)l:li% e2r —1

Antingen anvénder man grundldggande gransvérden:

_ In(1+3z) . 3z0ED o gh(dsn) g

lim ———— = lim ——2%*— = lim =L — .

=0  e2r —1 U U L 2.1
xr X

Eller sa tar man I’'Hopitals regel:

. In(1+3z) .. 1 3
ili% e2r — 1 _xlg(l) 2¢2r 9

(gransvirdet av kvoten &r lika med grinsvérdet av kvoten mellan téljarens och ndmnarens
derivator, vilket giller da ursprungliga téiljaren och ndmnaren bada gar mot noll).

. 3
Svar: 5

z——00 /2 —1 T——00 ‘l‘| 171% T——00 o /179%2 :ac—>—oo . 1

T

z+1 , z+1 x+1 s
1-




Inz

(v) lim 2~

z—0t

. _ . _ 2
lim 2% = lim e %" =
z—07F z—07F

Svar: 0

En partikel ror sig moturs ldngs enhetscirkeln (lingdenhet meter) med den konstanta

farten 2m/s. Hur snabbt okar partikelns avstand fran punkten (1,0) i det 6gonblick da

den passerar genom punkten (%, %)7

En punkt pa enhetscirkeln kan skrivas (z,y) = (cosat,sinat), och om a > 0 rér
sig denna punkt moturs med hastigheten (z',y') = (—asinat,acosat) och farten blir
(',y") = |(—asinat,acosat)| = a. Vi viljer dirfor a = 2 (farten skulle vara 2 m/s).
Vektorn fran (z,y) till (1,0) &r da /(1 — cos2t)2 + (sin 2¢t)2 = /2 — 2 cos 2¢. Derivatan
av detta uttryck ger oss hur snabbt partikelns avstand till (1,0) &ndras.

d 2sin 2t
—V2—-2c082t = ————
dt V2 — 2cos 2t

Eftersom punkten (=, —=) svarar mot t = X, sa siitter vi in detta och far derivatan till
V27 V2 8

2
\[\[ = 1/2 + V2 (det sista genom konjugatforlingning).
2—14/2

Svar: \/2 + V2 m/s.




Till uppgifterna 2-5 ska du lamna in fullstéindiga 16sningar.

2. Lat A=(1,1,1), B=(2,3,1),C=(3,1,2), D= (-1,2,1), E=(0,1,2).
a) Bestdm ekvationen for planet P genom A, B och C' samt arean av triangeln med dessa
tre horn.
b) Berikna avstandet mellan punkten D och planet P.
¢) Bestdm skdrningspunkten mellan P och linjen genom D och E.

(OBs! Om du inte kan gora del (a) men vill &nda visa att du vet hur man gor (b) och (c),
sa kan du viilja ditt egna valfria plan Q och arbeta med det i stéllet).

a) Vi bildar tva vektorer i planet: AB = (2,3,1) — (1,1,1) = (1,2,0), AC = (3,1,2) —
(1,1,1) = (2,0,1). En normalvektor till planet &r da

b) Om « #r vinkeln mellan normalvektorn 7 och vektorn AD, sé &r det sokta avstandet
lika med skaléra projektionen av AD pa n:

‘TLA_D| _ ‘(27_17_4)(_27170)’ 5

|AD|| cos a| =
] (2, -1, -4)| V21

¢) Linjen genom D och E har parameterekvationen
(2,9,2) =D+ tDE = (—1,2,1) + t(1,—1,1) = (=1 +t,2 — ¢, 1 + 1)
Sétt in dessa koordinater i planets ekvation, detta ger oss réatt parametervérde t:
2(-14+t)—(2—-t)—4(1+t)=-3 <= t=-5

vilket motsvarar skdrningspunkten (—6,7,—4).




3. a)
b)

Formulera max-min-satsen for kontinuerliga funktioner.

Bestéim det stérsta och minsta viirdet som antas av funktionen f(z) = 22 di x € [1, 10].

a)

b)

Max-min-satsen for kontinuerliga funktioner: En kontinuerlig funktion antar pa ett
slutet, begriansat intervall bade ett storsta och ett minsta virde (Adams: section 1.4,
theorem 8).

Max-min-satsen enligt a) ar tillimplig hér: f dr kontinuerlig pa det slutna, begrinsade
intervallet [3,10]. Vi vet ocksé att f &r deriverbar i hela intervallet, och att dirmed
storsta och minsta viirdena antas i punkter dir f' = 0 eller i intervallets éndpunkter.

1
~.x—Ilnzx-1 1-—lnzx
f‘,(l‘):aj D) = D)

T T

Derivatan har ett enda nollstéille x = e med teckenvéxlingen + 0 —, dvs ett lokalt
maximum med viirdet f(e) = e~!. I intervallets #indpunkter har vi virdena f(0,5) =
2In0,5 = —2In2 = —1In4 och f(10) = hi%. Vi jamfor de tre vérdena och finner att
minsta virdet dr —In4 (negativt!) och stérsta virdet #r e ! (maximum).

Uppgift 4 pa nista sida.



4. Skissera grafen till funktionen

73

x2 -1

fz) =

Ange alla asymptoter och lokala extrempunkter. Konkavitet /konvexitet behover ej utredas!

z(x? —141) 1 x

f@==—m—7 =0 ) =" " e =y

Eftersom f(z) —x — 0 da © — £o00, sa dr y = x en asymptot i 00. Eftersom f(z) — fo00
da z — +1%, sa ir = —1 och z = 1 asymptoter. Nagra andra asymptoter kan inte finnas.

Vi undersoker ocksa derivatan:

ron 2?—1-222 2'-322 2?(x+V3)(x—V3)
T =t = e “ -1~ @iDe-1

och gor en teckentabell:

T —00 —V/3 -1 0 1 V3 00
f(x) + 0 — Jodef | — |0 | — |odef | — | O |+
f@) | —oo | /] =3¥3 [\, Jodef |\, | 0]\, |odef |\, |3 | 7] oo
och med stéd av denna tabell ritar vi grafen:

X

Asymptoter: y=x, x=-1, x=1
Lokalt maximum: x = —\/g, lokalt minimum: x = —/3




5. En triangel ABC har ett horn i punkten A = (0,1). B &r en punkt pa y-axeln mellan A
och origo, C' &r en punkt pa kurvan y = 2% sadan att kurvans normal genom denna punkt
gar genom B. Vad dr den maximala arean for en sadan triangel?

25

=T
15 Y

0.5F

xT
of > |

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Normalen till kurvan i punkten C = (a, a?) ir

y—aQZ—f,%a)(x—a) — y-al=—-%(z—a) = y=-L£+i+d

Sétter vi in o = 0 s far vi koordinaterna for punkten B = (0,1 + a?).

Triangeln ABC har basen AB = 1 — (3 + a*) = 1 — a? och héjden a (avstandet mellan
C och y-axeln), si arean #r f(a) = 3a(3 —a%) = ¢ — %2 2d£ir 0<ac< % (punkten B
ska ju ligga mellan A och origo). Derivatan f’(a) = % - 3% har enda nollstillet a = %

i vart intervall, och derivatans teckenvixling kring denna punkt d&r +0—, vilket ger lokalt

och absolut maximum f (%) I

66

Uppgift 6 pa nésta sida.



6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska.
P& denna uppgift skulle l6sningar inte lAmnas in, men hiar kommer korta l6sningar.

a)

b)

For alla vinklar 8 € R giller sin 6 cos 8 < %

Svar: Sant. sinfcosf = %sin 20 < % - 1.

Varje deriverbar funktion &r kontinuerlig.

Svar: Sant. Pastaendet ar innehallet i en sats 1 kursen.

Om funktionen f(z) dr bade begréinsad och deriverbar sa ér f/(z) ocksa begrinsad.

Svar: Falskt. Ta exemplet f(z) = V1 — 22, —1 < z < 1, som #r begrinsad, men vars
derivata &r obegransad.

Om f'(x) > 1 for alla z € R s& dr f(z) inverterbar och (f~1)(y) < 1 for alla y € V.

Svar: Sant. Eftersom f/(z) > 0 innbér att f dr (stréngt) vixande, sa #r f inverterbar,

och eftersom (f~1)'(y) = f’}x) har vi att f/(z) >1 = (f~1)(y) < 1.

Ekvationen cos z = x har exakt tva losningar da x € [0, 5.

Svar: Falskt. Iintervallet &r f(z) = cosz—x (stréngt) avtagande med f(0) > 0, f(5) <
0. Funktionen kan dérmed bara anta virdet noll en gang i intervallet.

For alla vektorer a, b, c € R? giller att (a x b) -c= (b x a) - c.

Svar: Falskt. Hir var pastaendet att (a x b)-c = (b x a) - ¢ skulle gilla generellt. Aven
detta &r falskt, eftersom kryssprodukterna a x b och b x a har motsatta riktningar,
varmed skaldrprodukterna med ¢ far motsatta tecken.




7. a) Lat f(z) vara en funktion som &r definierad pa ett 6ppet intervall (a,b). Definiera vad
som menas med att f(z) ar virande pa (a,b).
(Enligt Adams: increasing, ofta kallat stringt vizande.)

b) Bevisa att om f(x) &r deriverbar med positiv derivata i hela (a,b), sa &r f(z) vixande
pa (a,b).

Se Adams!




