MATEMATIK

Chalmers Losningar till tentan for TMV125

2011-08-24

1. Till denna uppgift skulle bara ldmnas svar, men hir ges lite mera.

a) For vilka reella tal &r sin(g ) > 27

Eftersom sinus aldrig kan bli stérre &n 1, sa &r olikheten inte sann fér nagot
reellt tal x.

b) Lat f(x) = 2x+3e” — 1. Existerar derivatan (f~1)’(2)? Om den finns, berékna den.

Vi deriverar: f'(z) = 2+ 3e®. Denna derivata &r positiv for alla x och ddrmed finns

_ 1 .
inversen och den #r deriverbar med (f~')(y) = ) diar y = f(z). Vi ser att
x
_ o .. —1\/ _ 1 _ 1
f(0) =2, alltsa ar (f~)'(2) = 7o) = 5
N " N R . . . ar + Yy =
c) Bestdm for varje véirde pa konstanten a 13sningarna till ekvationssystemet % - oy =
For a = —2 har systemet oéndligt manga losningar (trappstegsmatrisens andra rad

- ) =t
4r en nollrad).{ y o= o

For alla andra viarden pa a far vi entydig 16sning: { *

d) Los ekvationen e** + ¢* = 6.

Sitt t = e”, ekvationen blir t* + ¢ = 6. Denna andragradsekvation har lésningarna
t =2, t = —3. Eftersom e” > 0 ger bara den forra roten en losning: e =2 =
x =In2.

e) Berikna f6ljande grinsvérden:

. 4x + sinx . tan 2z
) lim ——— ) lim
=0 2x +sinz z=0 72 — 1

5 10
a) lim o+ (nz)
T— 00 T + e3®

a) Vi forkortar med det dominerande uttrycket e3°:

5 10 z° (Inz)*°
z” + (Inz) 5w T s 0+0 .
= — =0 da z — o0
x + e’ =+ 1 0+1
enligt kidnda grénsvirdeslagar for exponential- polynom- och
logaritmfunktioner.
B) Hir forkortar vi med noll och anvinder det kiinda grinsvérdet lir% T,
T—r X
dr +sinz 4+ 77 4+1 5 .,
- = -z =— da z—0.
2x +sinx 2+ % 241 3
~) Vi anviinder samma grinsvirde som i féregaende griansvirde:
tan 2z sin 2z sin 2z 2 2
= = -1 —=-2
22—z  x(x—1)cos2x 2z (z —1)cos2zx (-1)-1

da = — 0.
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f) Bestdm samtliga asymptoter till kurvan y = sin(m) (x #1).

Uttrycket saknar griansvirde da x — 1 (vinkeln gar mot oo fran héger och mot —oo
fran vinster, i bada fallen saknar sinus grinsviirde). Diremot gar vinkeln mot —

o . T e . .. . o
da x — oo respektive mot -3 da x — —oo, vilket gor att sinusuttrycket gar mot

1 respektive -1. Slutsats: Det finns tva vagrita asymptoter: y = —1 (i —oo) och
y=1 (1 +o0).

Till uppgifterna 2-5 ska du ldmna in fullstindiga 16sningar.

2. Ett plan 7 innehaller de tre punkterna (2,1,0), (1,1,1) och (—1,-3,1).
Bestdam en ekvation for m och ekvationer for de plan som ar parallella med 7 och ligger
pa avstandet 6 langdenheter fran .

For att bestimma en normalvektor till alla planen, bilda tva vektorer parallella med
planen med hjilp av de givna punkterna:

u=(2,1,0) - (1,1,1) = (1,0,—-1), v=(2,1,0) —(—1,-3,1) =(3,4,-1)

Vektorprodukten (kryssprodukten) av dessa vektorer dr en normalvektor till alla pla-
nen:

uxv = (1,0,—-1) x (3,4,—-1) = (4,—2,4). Vi tar halva denna som normalvektor:
n = (2, —1,2) och vet d& att alla de tre planen har en ekvation av typen 2zx—y+2z = D.
For att bestimma D behover vi en punkt i varje plan. I det forsta planet kan vi vilja
en av tre givna, t ex P = (2,1,0), for de andra tar vi ett steg av rétt lingd i nor-
malens riktning. Normalvektorn n har lingden /22 4+ (—1)2 + 22 = 3, s 2n har just
langden 6. Vi viljer de nya punkterna som P> = (2,1,0) 4+ 2n = (6, —1,4) respektive
P; =(2,1,0) — 2n = (—2,3, —4). Genom att i tur och ordning sétta in Py, Pa, Ps i
2x —y + 2z = D, sa kan vi bestimma respektive D-viirde. Vi far planen

2x —y+2z=3, 2x—y+2z=21, 2x—y+2z=—-15.
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22 +6z+9
-2
lokala extrempunkter. Konkavitet/konvexitet behover ej utredas.

3. Skissera grafen till funktionen f(z) = . Ange eventuella asymptoter och

Forst konstaterar vi att f(z) — —oo och f(x) — 400 d& x — 2~ respektive x — 27+,
Detta innebér att grafen har en lodrdt asymptot x = 2, men ingen annan sadan efter-
som f(z) &r definierat for alla = # 2.

Da |f(z)] — oo d& x — £o0, kan det bara finnas sneda asymptoter i £oo. Fér att finna
eventuella sadana berédknar vi

2 1464 9
lim —f(x) = lim T %2 TY +6z+9 = lim —=2 2%
zotoo X z—too T2 — 21 z—too 1 — %

som &r mojlig riktningskoefficient k£ f6r en asymptot. For den skull berdknar vi

2)= lim 2+9_g

z—too T — 2

lm (f(z) — ko) = lim (502 +9

z—Foo z—too T —2

vilket innebér att y = x 4+ 8 adr asymptot i £oo. Darmed &r asymptotutredningen klar.
Vi deriverar nu f(z) efter en praktisk omskrivning:

d (z+3)° _ 2@@+3)(x—2) - (z+3)? _ (@+3)2(z-2) — (z+3))

fl(z) =

Tdr -2 (z —2)? (z—2)2
= %, sa derivatans nollstillen &r x = —3 och & = 7. Vi samlar nu alla
T —
viktiga fakta i en tabell till stod for grafritningen.
z —00 -3 2 7 o0
I (x) 0| — |odef| — | O

+ -
() | —oo | S| 0 | Ny |odef | \(]|20] /| o0

Vi ritar grafen:

601

Asymptot

207 y=1x+8

Lok.min. )E
0 A x=7 -
Lok.max.
-20¢ v=-3 Asymptot 1

r =2
_407 i

-10-8 6 -4-2 0 2 4 6 8 10 12
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4. Bestdm minsta virdet (om det finns) och storsta virdet (om det finns) av funktionen

f(m)—{ 3+sin(m—f_2> da x< -2

22-3 2
) da x> -2

Forst konstaterar vi att funktionen varierar mellan 3—1 =2 och 3+ 1 =4 for z < —2,
eftersom sinusfunktionen varierar mellan —1 och 1. Aterstar att utreda x > —2. Man
kan se att f(z) — +oo dd x — —27 och att f(z) — +oo d& x — +oo. Nagot storsta
virde finns alltsa inte. Vad hénder mellan x = —2 och co? Vi deriverar:

2v(z+2) — (2°—3)  2°+4z+3  (z+1)(z+3)

f’(SL‘) = 2 = 2 2

(z+2) (z+2) (z+2)
sa vi ser att derivatan har ett nollstille i intervallet, z = —1, med teckenvixlingen
—0+, alltsa ett minimum. Eftersom f(—1) = —2, sa visar en jimférelse med intervallet

x < —2 som vi borjade med, att detta dr funktionens absoluta minimum.
Inget st6rsta virde, minsta virde -2.

Uppgift 5 pa nasta sidal
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5. Betrakta funktionsuttrycket

1
asinzcosx —bcos?x

fz) =

dér a och b &r positiva konstanter. Detta definierar en funktion pa ett intervall (T, 7).
Bestam talet T' (sa litet som mojligt) och berdkna dérefter det minsta virdet av f(x)
i intervallet.

Vi skriver funktionen 1

cosz(asinz — bcosx)

flz) =

och konstaterar att uttrycket inom parentes i némnaren gar mot a > 0 dd x — 5. Om
vi later z avta fran 7, s avtar sinustermen och vixer cosinustermen och det maste
finnas en punkt x = T dér parentesen blir noll. Detta T begransar det intervall dar f
kan definieras. Vi loser ut 1"

asinT —bcosT =0 <= tanT = é
a

I det aktuella omradet blir 16sningen till denna ekvation T = arctan E.

Nu aterstar att minimera f(z), dvs att maximera g(z) = asinzcosz — bcos® x Gver
intervallet (arctan 2, Z). Eftersom g(z) &r noll i # = T och i = Z och g(z) > 0
i (T, %) samt dr en deriverbar (ddrmed kontinuerlig) funktion, sa maste g(x) ha ett
storsta virde 1 intervallet, och dess derivata maste vara noll dér.

g (z) = —acos® & + asin® z + 2bsin z cos & = a cos 2z + bsin 2z
g(x)=0 <= tan2z= f%
s e . 1 a ™ a
Enda mojliga 16sning i vart intervall maste vara xo = 5 arctan(—g) =573 arctan 3

Man kan ocksa skriva om zg lite for att se relationen till 1"

xo = E—larctang =I_ l(f —arctané) = z—I—laurctané = E—&—z

T2 2 b 2 22 a_T4 2 a 4 2
+ jus

Alltsa dr o mittpunkten i vart intervall: xg = 5 2.

Storsta virdet av g(x)? Vi gor en omskrivning av g(z) med dubbla vinkeln:

g(zo) = %(asin 2x0—b(1+cos2x0)) = %(asin(w—arctan %)—b(l+cos(7r—arctan %))) =
1

= (asin(arctan g) — b + cos(arctan g))

2 b b

Om vi ritar en hjilptriangel med kateterna a och b samt hypotenusan v/a? + b2 kan

vi latt hitta de sinus- och cosinusvéirden som behdvs hér (det handlar ju om spetsiga
vinklar hér!). Vi ser da att

sin(arctan 2) - * cos(arctan 9) __ b
b VaZ b2’ b @2 + b2
2 2
Detta ger g(zo) = %(\/;‘er? —b+ \/a172+b2 = L(VaZ ¥ 1% —b)

2
Va2 ibZ b

och minsta virdet av var ursprungliga funktion ar f(zo) =
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6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Du behover inte
motivera dig. Ritt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

a)

d)

Om u och v #r vektorer i R® s& ar u - (u x v) = 0.

Sant. Kryssprodukten dr ju ortogonal mot de ingaende vektorerna.

Om f och g ér deriverbara och om h(z) = f(x)g(z), sa dr
h'(z) = f"(x)g(z) + f(2)g" (x).

Falskt. Testa med valda funktioner!

1

: +
sinx  cosw

Om0<x<gséér > 2.

Sant. I intervallet &r ju 0 < sinz < 1 och 0 < cosx < 1, sa

For alla komplexa tal z giller att Re(z?) > 0.

Falskt. Testa med z = 4!

Om f'(z) > 0 for varje reellt tal z, s géller att f(z) — co d& x — co.

Falskt. Exemplet f(x) = arctanx visar att en sddan funktion kan vara begrinsad.

Funktionen f(x) = arcsin —__ 4r definierad for alla reella tal z.

Va?41

Sant. Eftersom |z| = Va2 < Va2 +1, sa &r EU7|1 < 1, och tillhér darmed
<+
definitionsméngden for arcsin.

Formulera medelvardessatsen.

Se laroboken!

Anvind medelvirdessatsen for att bevisa att en funktion vars derivata dr noll i ett
intervall maste vara konstant i intervallet.

Se ldroboken!

Antag att f dr en deriverbar funktion sddan att for alla reella tal x och y géller att
|f(z) = f(y)] £ M|z —y|?, ddr M &r en konstant. Bevisa att f &r konstant.

Av instéingningsregeln foljer att grinsvirdet f'(z) (d4 h — 0) maste vara noll for
alla z, och da vet vi enligt (b) ovan att funktionen &r konstant.

Av ovanstaende, med x + h istéllet for y, foljer att



