Nagra moment ur Adams kapitel 10.

Ortogonalprojektion med skaldrprodukt: s=u-v, p=(u-v)v.

Kan ses som en alternativ framstéllning av avsnittet mellan ex 4 och ex 5 sid 575 (med definition 4)

Vi vill projicera en vektor ortogonalt pa en riktning som definieras av en enhetsvektor ¥ (alltsa
en vektor av lingd 1). Vad som menas med detta illustreras av figurerna nedan. Den projicerade
vektorn p kan da uttryckas som en skaldr s ganger v. Skaldren s kallas skaldra projektionen av u
pa ¥ och &r lika med +léingden av vektorn p.

Eftersom s = |u|cos o (negativ da vinkeln &r trubbig, som i hogra figuren) och eftersom
u-Vv =|u||v|cosa =|u|-1-cosa = s, sa ir slutligen



Varfor dr volymen av en lada en determinant?

Kan ldsas direkt efter ex 3 i avsnittet "The cross product as a determinant” (sid 582).

Vi har tre vektorer i rummet, u, v, w, och vi vill beréikna volymen av den lada de spdnner upp.

Forst konstaterar vi att volymen av ladan dr produkten av basarean B och hojden H, dérefter gor
vi foljande berdkningar av dessa:

e Basarean har samma métetal som ldngden av kryssprodukten av de vektorer som spanner
upp den (se Adams sid 578, efter definition 5), dvs
B =|v x w|

e Hojden &r absolutbeloppet av den skaldra projektionen av vektorn u pa vektorn v x w, dvs
med hjilp av en enhetsvektor fi = ﬁv X W:
H = |u . ﬁ| _ Ju(vxw)]
[vxw|

Nu blir volymen B - H = |u- (v x w)|, absolutbeloppet av den s k skalira trippelprodukten. Att
denna i sin tur kan skrivas som en determinant ser man sa hér:

i J k v v v v v v
2 3 1 3 1 2
u (v X w) = (ug,us,us)| v v v = (u1,us,us)- —
(v X W) = (u,up,us) | v1 v2 v <1,2,3>(w2w3,‘w1w3,w1w2)
wp w2 w3
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=u — U2 + us =| V1 wv2 U3
w2 W3 wp w3 w; w2

wp W2 wWs
Det spelar ingen roll i vilken ordning de tre vektorerna skrivs - vi kan ju cirkulera namnen mellan
dem hur som helst och se att hirledningen fungerar! Vi far volymen = |v-(w x u)| = |w-(u x v)|,

dven ordningen mellan de tva sista kan kastas om. Sjilva trippelprodukten kan dock skifta tecken,
men det ingar ju att ta absolutbeloppet av den.



Nagra avstandsberikningar

Detta kan ses som en alternativ framstéllning av Adams 10.4, "Distances”, sid 590-591.

Avstandet fran en punkt till ett plan.

Vi vill veta avstandet d fran en punkt P till ett plan 7. Vi forutsitter att punkten inte ligger i
planet, vilket ju skulle vara alldeles for 14tt. Vi skaffar oss tva saker:

e en punkt A i planet. Det dr bara att fritt vilja koordinater som loser planets ekvation.

e en normalvektor n. Om vi har planets ekvation, kan vi avlisa en sadan vektor ur koefficien-

1
terna for x, y och z. Vi vill dessutom ha en enhetsnormal, och da fixar vi det: i = —n.

0|
P

Nu blir avstandet helt enkelt absolutbeloppet av skalira projektionen av vektorn ﬁ pa riktningen
som ges av 1, dvs

d=|a-AP|

Ur detta kan man latt f& den snygga formeln i Adams ex 7, men den har sina risker. Vid memorering finns alltid
risken att missta sig pa D eftersom planets ekvation ibland skrivs Az + By+Cz = D, ibland Az+ By+Cz+ D = 0.
Det blir da létt ett teckenfel i formeln.

Vi tar ett exempel: hur langt dr det fran punkten P = (1,2, 3) till planet 2z — 3y + 6z = 57
Vi tar en punkt i planet: A = (1,—1,0) och en normalvektor n = (2, —3,6). Da ér AP = (0,3,3)
och i = 1(2,—3,6), sa vi far d = i AP| = |1(2,-3,6) - (0,3,3)| = 2.



Avstandet fran en punkt till ett linje.

Nu vill vi veta avstandet fran en punkt P till en rat linje L. Vi antar att punkten inte ligger pa
linjen (allt fungerar da ocksa, men det blir ett &verdrivet arbete). Denna gang plockar vi fram

e en punkt A pa linjen.

. 1
e en riktningsvektor v. Aven hér dr det bra att ha en enhetsvektor: v = —wv.

vl

I det hér fallet drar vi nytta av kryssprodukten. Eftersom d = |ﬁ| sina (4ven da vinkeln o &r
trubbig, eftersom sin(m — ) = sina) och |V x AP| = \\A/H/ﬁ’\ sina = 1-|AP| - sina, sa &r helt
enkelt

d=|v x AP|

Observera att beloppstecknen hir betecknar lingden av en vektor, inte absolutbeloppet av ett tall

Aven hiir tar vi ett litet exempel: hur langt &r det fran punkten P = (1,2,3) till riita linjen
L: (z,y,2)=(4,-1,1)+t(-1,2,1)?

En punkt pa L &r uppenbarligen (4, —1,1), vilket ger ﬁ = (—3,3,2) och en riktningsvektor &r
v = (—1,2,1). Vi far d& enhetsvektorn ¥ = - (—1,2,1). Detta ger avstandet d = |¥ x ﬁ| =

2
|%(—1,2, 1) x (=3,3,2)| = %|(—1,2, 1) x (=3,3,2)|. Vi beréknar kryssprodukten:
i j k B B
(~L20)x (=332 =| -1 2 1|=(|7 2 -| 5 5| 5 :)=0-13
3 2 -3 2 -3 3
-3 3 2
och slutligen
1 1 V11
d=—(1,-1,3)| = —=/12 4+ (-1)2+32 = —
0 -13)] = D -



Avstandet mellan tva plan.

De tva planen forutsidtts vara parallella och atskilda, annars #r ju avstandet noll! Har behovs
egentligen inga nya metoder: vilj bara en punkt ur det ena planet och berikna dess
avstand till det andra planet.

Annars kan man ocksa anvidnda en formel som jag hir aterger mest for att avvirja ett vanligt missférstand.
Avstandet mellan planen Az 4+ By 4+ Cz = Dy och Az + By + Cz = D &r

do D1 = Dol

VA2 + B2+ C?
och alltsa inte bara differensen mellan hogerleden!

Hérledning av formeln:
Om P = (z1,y1,21) ér en punkt i det forsta planet och P» = (x2,y2,22) dr en punkt i det andra, s& &r ju
Ax1 + Byy + Cz1 = Dy och Axo 4+ By + Cza = Da, sa vi far

1

d=|h- PPy| = ‘W(AuB’C) (w1 —x2,1 — Y2, 21 — 22)| =
_ |Az1 + By1 + Cz1 — (Aza + Bya + Cz2)| |D1 — Do
/A2 + B2 + C2 /A2 + B2 + O2

Avstandet mellan tva linjer.

For detta ger Adams en nagot svarmemorerad formel (sid 591 ldngst ner), och den &r inte sa
intressant att belasta sitt minne med. Hellre da en bra idé, som t ex foljande:

Om tva rita linjer inte skiir varandra (det gor de oftast inte i R3) sa finns det ett plan som
innehaller den ena linjen och ir parallellt med den andra (tink pa en planskild végkorsning:
markplanet innehaller den ena viigen och dr parallellt med végbron). Anvind riktningsvektorer
for vardera linjen for att med kryssprodukt generera en normalvektor for planet. Ta sedan en
punkt pa den linje som inte ligger i planet och berékna dess avstand till planet (alla punkter pa
viigbron har ju samma avstand till markplanet).



