MATEMATIK
Chalmers

Losningar till tentan for TMV125

2011-10-22

1. Till denna uppgift skulle bara ldmnas svar, men hir ges lite mera.

a) |z — 2| =4 betyder att x — 2 = 4, vilket ger x = —2, = 6.

Svar: z = —2, x = 6.

b) Kedjeregeln ger f'(z) = pea) .o = e

Svar: f'(z) = 2z/(2® 4+ 1).

¢) Den utokade koefficientmatrisen A undergér radoperationer:

1 -1 201 1 0 112
2 1 115 0 0 010

Den sista matrisen dr en reducerad trappstegsmatris, dér tredje kolonnen saknar
pivotelement. Det gor att z dr en fri variabel som vi sétter till ¢: z = ¢. Den andra

raden i matrisen ger nu att y = 1+t och den forsta att x = 2 — ¢.

Svar: x =2 —t,y=1+t, z =t, dir t ar ett godtyckligt reellt tal. (Aven andra

siitt att ange 1osningarna dr mojliga.)

d) Med v = arcsin(—5/6) har man att sin(v) = —5/6 och att v ligger i intervallet

[-m/2,7/2]. Detta ger, med den trigonometriska ettan, att

cos(v) = £4/1 —(—5/6)2, dér bara det positiva virdet dr aktuellt pa grund av

vinkelns restriktion. Man far cos(v) = 1/11/36 = v/11/6.

Svar: v11/6.

In(1+2 In(1+2
e) a) n( ;_ ) n( 2—; z) —2-1 da 2z — 0 (standardgrinsvirde)

eller anvéind I’Hopitals regel.

Svar: 2
_ _ _ 2
8) lim 1 —cosbr _ lim (1 — cosbz)(1 + cos bx) _ lim 1—cos”bx
z—0 x2 z—0 22(1 4 cos bx) z—0 22(1 4+ cosbz)
) . 5
fim — ST 25(8“153”) ! —95.12. L Z 195
e—0 22(1 4 cosbx) 2—0 5z (1 + cosbz) 2

eller anvénd I’Hopitals regel 2 ggr.

Svar: 12,5

v) Forkorta med det dominerande uttrycket e?®:
LSkt L EhgmAl 040411
z—oo 2x2e® + bat 4 3e?® z—oo 2:é+5€%+3 04+0+3 3
(Exponentialfunktionen tillviixer snabbare dr potensfunktionerna).

Svar: %
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f)

Derivering av 3° /2 + 2%y = —4 ger (téink pa y som en funktion av z)
(3y%y'x —y?)/2* + 22y + 2%y’ = 0. Samlas allt som innehaller ' i vinstra ledet och
resten i det hogra far man

3 2 3
y/( y2$ _ {E2) _y _ 2ay.
x xT

Eftersom x = —2, y = —2 ger detta ¢’ - (—2) = —10, eller ¢y = 5.

Tangenlinjen har alltsa riktningskoefficient 5 och gar genom (—2,—2). Déarfor dr
y =5(z +2) — 2 = 5z + 8 en ekvation for tangentlinjen.

Svar: y = 5z + 8.

Till uppgifterna 2-5 ska du ldmna in fullstindiga l6sningar.

2. a)

3. a)

Ur linjens parameterekvation avliser vi en vektor lings linjen (och dérmed par-
allell med det sokta planet): w = (5,2,1), en punkt pa linjen (och i planet)
ser vi ocksa: A = (2,1,1). Fér 6vrigt ges en annan punkt i planet i uppgiften:
B = (3,—1,—2). Déirmed kan vi f& &nnu en vektor parallell med planet: v = AB =
(3,-1,-2) — (2,1,1) = (1, -2, —3). Da vi behdver en vektor som &r vinkelrit mot
planet, berdknar vi kryssprodukten av de erhallna vektorerna:

i J k
n=uxv=|5 2 1 |=(-4,16,-12)=—4(1,-4,3)
1 -2 -3

Som normalvektor kan vi alltsa ta n = (1, —4, 3), och da vet vi att planet har en
ekvation av formen z — 4y 4+ 3z = D. Genom att sdtta in en av punkterna, t ex
A=(2,1,1), far vi D = 1.

Svar: © —4y + 3z = 1.

Sétt in punktens koordinater i planets ekvation: VL=1—-4-2+3-3 =2, HL=1.
Eftersom VL#HL sa ligger punkten inte i planet.

Svar: Nej.

Hér &r linjen given i koordinatfri form. Ndmnarna ger oss denna gang en vektor
parallell med linjen: w = (1, —4, 3). Linjen #r vinkelrdt mot planet om och endast
om w dr en normalvektor till planet, dvs parallell med n i uppgift (a). Eftersom
w = n sa ir detta fallet.

Svar: Ja.

Derivering ger f'(x) = 72° + 52 = 2*(72? 4 5), som &r > 0 utom i z = 0. Det ger
att f &r vixande (stringt viixande) och dérfér inverterbar.

Sanbandet mellan derivatorna av f och f~! #r (fil),(y) = %’ dir y = f(z).
I T
Eftersom z = 1 ger y = f(1) = 5, sa har vi (f~7)'(5) = () 12

Svar: 1/12.
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4. Logaritmen dr definierad for alla x saddana att 1 — 2z > 0, dvs alla z < 1/2. Arcus-
funktionen &r definierad for alla z. Det ger att definitionsméngden &r intervallet
(—00,1/2).

Funktionen dr kontinuerlig, si enda mojliga lodrita asymptoten d&r z = 1/2. Man har
f(z) = —oo, nér x — 1/27, sa = 1/2 &r en lodrit asymptot.

Sned asymptot kan bara finnas nidr £ — —oo. En eventuell sadan har riktningskoeffi-
cient k, som ges av griansvirdet av f(x)/x, nir £ — —oo. Man har

f(z)/z =1In(1—2z)/x+2arctan(xz)/z — 0, nir x — —oo, for en positiv potens av z (i
detta fallet z = x') dominierar &ver en logaritm och arctan(z) har gransvirdet —m /2
da. Detta ger k = 0. Vidare giller att f(z) — kz = f(x) — oo, nér x — —oo. Alltsa
saknas asymptot da x — —oo.

Derivering ger

/ =2 2 —2(1+2*)+2(1-2z)
F@ = T T v - omara
—2(z? + 2x) —2z(z +2)

(I—-22)1+22)  (1-2z)(1+z2)

Detta ger tva stationira punkter: —2 och 0. Teckenstudium:

T —00 -2 0 %
f(x) -0+ 1]0| —
@ [ o |~ 70~ |
Vi drar slutsatsen att x = —2 ar ett lokalt minimum, z = 0 ett lokalt maximum.

Vidare utgérs virdeméngden av alla reella tal, dvs intervallet (—oo,00). Slutligen
kan vi skissera grafen:

0.5 T T T

N[

-15f b

-2+ 4

-2.5 b

_a5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
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5. Infor beteckningar som i figuren:

S

Da giller att v = 8 —«. Man har ocksa tan § = 7/x och tan o = 2/x. Av detta foljer att
B = arctan(7/x) och a = arctan(3/z). Man far v = v(z) = arctan(7/x) — arctan(2/z),
som ska maximeras pa intervallet [0, c0).

Derivering ger

v oz ozt 2 T

1+49/22 22 1+4/22 22 4+22 22449
—5(22 —14)  —5(z — V14)(z + V14)

v'(x) =

(44 22) (22 + 49) (44 22)(49 + 22?)
Teckenstudium:
T 0 V14 00
v'(x) + 0 —
viz) | 0| A Nl O

Av detta ser vi att v har ett storsta virde nir x = v/14.

Svar: v/14 m fran sockeln.
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6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Du behover inte
motivera dig. Ritt svar ger 1p, inget svar Op och fel svar -1p. Dock ej mindre &n Op
totalt.

a)

Losningarna till ekvationen z* = a bildar en liksidig triangel i komplexa talplanet,

med centrum i origo. Ddrmed kan de inte samlas i en och samma kvadrant.

Svar: Falskt.

Derivering ger f'(z) = 1+ In(z) och f”(x) = 1/z, som &r > 0, niir x > 0. Alltsd &r
f konvex da.

Svar: Sant.

Enligt en sats i Adams (sats 4 i kapitel 3) géller for alla ¢t > 0 att Int < ¢t —1. Sétter
vit=1+z sa far vi just In(1 + z) < z for alla x > —1.

Svar: Sant.

En kontinuerlig funktion antar ett storsta och ett minsta virde pa ett slutet bergrian-
sat intervall. Enligt satsen om mellanliggande viarde dr virdeméngden ocksa ett in-
terval och didrmed ett slutet begréinsat intervall. Intervallet (0, 1) &r inte ett sadant
intervall.

Svar: Falskt.

Medelviirdessatsen ger att f(2)— f(1) = f'(c)(2—1) = f'(c), fér nagot c i intervallet
(0,1). Eftersom f(2) — f(1) = 24 — 15 = 9 stdmmer pastaendet.

Svar: Sant.

Definitionsméngden till f &r méngden av alla x sddana att (z —2)(z — 5) > 0. Det
ger att f dr definierad nér x < 2 och nér =z > 5.

For g géller att bada termer i summan ska vara definierade for att g ska vara det.
Det ger att 2 < = och 5 < z samtidigt. Funktionen g &r alltsa definierad (bara) néir
x> 5.

Svar: Sant.

7. Se laroboken!



