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Tentamen 2010-10-23 : Losningar

Antingen har téiljare och ndmnare samma tecken, eller sa ar til-
jaren lika med noll. Detta ger tva fall:

r—5>00ch3—x >0« z>5o0chx <3, en motségelse,
eller
r—5<0och3—z<0&x<5o0chzx >3 <uxec (35

SVAR : z € (3,5].

Systemets utckade matris &r
1 2 7 2
0 1 2 | 1
2 -1 4 1
Via radoperationer férvandlas systemet till trappstegsformen

127 | 2
0121
000 | 2

I den sista raden star pivotelementet i hogerledet (utlidst: 0 = 2,
en motségelse) vilket innebér att systemet saknar 16sningar.

Linjen & = 3 &r en lodrat asymptot, eftersom y — —oco da z — 3.

Nér z — 400 ségéry—(2x—3):(wl%§)motnolldéa:—>:|:oo,

vilket innebér att linjen y = 2z — 3 &r en sned asymptot.

Kalla vinkeln 6ver horisonten for 6 och ballongens hojd for h. Ba-
da dessa dr funktioner av tiden. Vi soker dh/dt i det 6gonblick dér
0 = m/4. Det dr ocksa givet att df/dt = 0,025. Fran geometrin
ser vi att forhallandet mellan h och 6 ar

h
tanf = 100 = h = 100tan@.

Deriverar vi bada leden m.a.p. t sa far vi att

dh L df



Inséttning av 0 = 7/4 ger alltsa

dh
= =100(1 + 12)-0,025 = 5 m/s.

(e) (o) Grénsvérdet &r noll. Exponentialen i ndmnaren slar poly-

nomet och logaritmen i téljaren.

(B) Vi anvéander standardgriansvirdet

inf
sinf _ |

I
alg%) 0

Vi forkortar braket med x:

4r +sinx 4—1—51%_)44-1_)5(15 =0
= . — x
2x + sinx 2-}-% 2+1 3

SVAR : Grénsvérdet dr 5/3.

(v) Har anvinder vi standardgrénsvérdet

lim (1 n 9)” — et
X

T—r00

Vi skriver om uttrycket som

(3T

och dirmed hirleder direkt att grinsviirdet ar (e5)? = €10,

=€

(f) For x € [-1,1] ar

arccos ¢ = den unika vinkel 6 € [0, 7] sadan att cosf = x.
Per definition av f(z) har vi i stéllet, for = € [—1, 1], att
f71(z) = den unika vinkel v € [r, 27] sadan att cos) = .

Eftersom ¢ = +6 4+ n - 27 sd maste vi vilja minustecknet och
n = 1 for att hamna i intervallet [m,2x], dvs ¢ = 27 — 6 och
dirmed f~1(x) = 27 — arccos .




2.

(a)

Skarningslinjen mellan de tva planen ges av ett linjért ekvation-
ssystem vars utokade matris dr

(1 -1 1 | 2]
12 -1 2 | 3|
Via radoperationer erhalls den reducerade trappstegsformen

1| 1]
0| -1

0
1

1

| 0

Sa z =t dr en fri variabel, y = —lochx+t=1=2x=1—t. Sa

16sningsméngden &r en linje L som ges i parameterform av
L={(1,-1,0) +t(-1,0,1) : t € R}.

Vi anvénder formeln for avstandet d (rita figur!)

Ine AB|
n|

dér A ar en godtycklig punkt i planet, B adr den aktuella punkten
utanfor planet, n dr en normalvektor till planet och 8 &r vinkeln

d=|AB||cos | =

2
mellan n och AB. Med A = (1,-1,0) och n = | —1 | (ur
2
planets ekvation) far vi
4 1 3
AB=|2|-| -1|=]3] och
6 | 0 6
[ 2 3
|| =1 |e]| 3 ||
2 6 6—-3+12
d=— = =
’(27_1>2)‘ \/22+(—1)2+22

Om man vill kan man anvinda en mera tillrdttalagd formel for
avstandet mellan punkten (xg, yo, z0) och planet ax +by+cz = d:

laxo + byo + czo — d|  [2(4) — 1(2) +2(6) — 3|
Va2 + b2 + ¢ V224 (—1)2 + 22




(¢) Om man drar en normal till planet genom punkten (4,2,6) sa
maste den skidra planet i ndrmaste punkten. Normalen har pa-
rameterekvationen
(x,y,2) = (4,2,6) +tn = (4,2,6) + t(2,—-1,2) =
=(4+2t,2—1t6+2t).

Los ekvationssystemet av dessa ekvationer och planets ekvation,
dvs séitt in dessa uttryck for x, y, z i planets ekvation och 16s ut
parametern t:

244+2t) —(2—t)+2(6+2t) =3

Vifinner t = —% och dédrmed nérmaste punkten (z,y, z) = (%, %,

wloo

).

3. Funktionen f(x) = (x — 2)%2¢*™% + 1 #r definierad for alla x med
derivatan

fl(z) = 2(x—2)et " (x—2)2e* (1) = % (2—2)(2— (2—2)) = (2 —2)(4—2)

Vi berdknar ocksa andraderivatan, forenklar och faktoruppdelar poly-
nomet enligt faktorsatsen och far:

Fla)= (2 -8z +14)e* ™ = (z — (4 — V2))(z — (4 4+ V2))e**

Vi gor en teckentabell fér bade forsta- och andraderivatan for att fa
en overblick:

x —00 2 4—4/2 4 4442 00
f(x) — 0| + + 0| — -
f"(x) + + 0 — — 0 +
flx) | oo [\, |1] IR N1

Ur tabellen utldser vi av derivatans teckenvéxlingar att f har ett lokalt
minimum i x = 2 och ett lokalt maximum i x = 4.

Andraderivatans tecken ger att grafen #r konvex (concave up) i inter-
vallet (—00,4 — v/2) och i (4 + v/2,00) samt konkav (concave down) i
(4 —+2,4+V2).
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M—i—l

fw) = (@ =2t 41 = 5

sa ser vi att f(x) — 1 da * — oo (exp-funktionen véxer snabbast).

Déarmed ar y = 1 en asymptot till grafen.

Men at andra hallet har vi dels att f(z) — oo da © — —oo0, dels:
flz) _(z—2)% ,

_ 1 .
— e T+ 3 —oodazx— —0
X xr X

eftersom den rationella funktionen och exponentialfunktionen i forsta
termen gar mot —oo respektive co. Dédrmed ingen asymptot at det
hallet, och ingen lodrit asymptot.

Sammanfattningsvis:

Vagrat asymptot: y = 1, lokalt minimum: x = 2, lokalt maximum:
r = 4. Konkav i intervallet (4 — v/2,4 + v/2), konvex i de aterstaende
intervallen.

4. (ab) Forst studerar vi vad som hinder runt punkterna x = +1 dér
uttrycket for f skiftar:

lim f(2) = f(=1) = 3(=1)* +1n(1) = 3,
lim f(z)=4(-1) 4+ cos(—m) = -5,

z——1t
lim f(z) =4(1) + cos(m) = 3,

rz—1~

lin, flx)=f(1) =1’ — 6 = —5.



Vi kan derivera styckvis och konstatera att

6x + 1/x, da x < —1,
fl(z) =< 4—msin(rz), da—-1<z<]1, (1)
(1—2x)el™?, da z > 1.

Alltsa &r f(x) < 0 bade nér < —1 och nér x > 1, medan att
f(z) > 0 nir —1 <z < 1. Sa nu vet vi foljande om hur funktio-
nen ser ut :

1. f(z) ar striangt avtagande da x € (—oo, —1] fran +oo till 3.
2. f(z) ar strangt vixande da x € (—1,1) fran —5 till 3.

3. f(z) &r stringt avtagande da x € [1,00) fran —5 till —oo.
Inget av virdena —5 och 3 antas i det mellersta intervallet!

Av detta (se skissen!) ser vi att f(z) aldrig antar samma vérde
for olika z-varden vilket ju innebér att f &r injektiv och darmed
inverterbar.

Sambandet mellan derivatorna av f och f~! ir

1
f'(@)
Med givet y vet vi att det bara finns ett x som &r l6sning till
f(x) = y. Vi ser ocksa att funktionsvirdet y = 1 antas i det
mellersta intervallet (—1,1), sa vi soker 16sningen till ekvationen

4x + cos(mx) = 1. Da upptécker vi snart att denna enda 16sning
maste vara x = 0. Alltsa ar

1 1 1

U%ﬂwzfﬂn:4—mmwmzi

(') =

dér y = f(z)




5. Lat F vara skidrningspunkten mellan linjerna genom AO och CD.
Vi kan dela upp det L-formade omradet i tva rektangler, ABCF
och FFDEQ. Vi kan anta att cirkeln har radie 1, for att underlitta
beridkningarna. Da har vi att

|AO| = |OE| = cosv, |DE|=|AB|=sinv.

Da ar

Area(ABCF) = |AB| x |BC| = (sinv)(cos v — sinv),
Area(FDEO) = |DE| x |OE| = (sinv)(cosv).

Kalla det L-formade omradets totala area for f(v). Vi adderar areorna
enligt ovan och far

2

f(v) = 2sinvcosv — sin?v = sin 2v — sin? v, dir 0 < v < T

Vi soker lokalt maximum fér denna funktion. Derivering ger
f'(v) =2cos2v — 2sinwvcosv = 2 cos 2v — sin 2v

I en extrempunkt &r derivatan noll, s& vi soker derivatans nollstillen:
0=2cos2v —sin2v = tan2v = 2 = v = $ arctan 2 (~ 31,72°).

Derivatans teckenvéxling dr + 0 —, sa vi har ett lokalt och &ven abso-
lut maximum vid denna vinkel. (Maximala arean efterfragades ej, men

den blir @ ).

Alltsa: vilj v = %arctan 2.




6.

(a)

FALSKT. I poldr form &ar

142 R
= COS — + 781N —.

V2 4 4

Fran De Moivres sats harleder vi att

147 S)S—cosgilr—|—isir193—7T
V2 B 4 4

Men 93/4=11-2+5/4 sa

<1+i)93 57r+, _ Bm <1+i>
— COS — 181Nl — — — .
V2 Z z V2

SANT. Lat z = cos € +isinf, sa

2% = 0890 +isin99 = —1 = cos + isin,

som medfor att

2

0="4 (T )n, n=0,1,2,3,4,5,6,7,8.
9 9

Den reella delen av z blir positiv om och endast om 6 ligger i

den forsta eller den fjirde kvadranten. Den ligger i den forsta

kvadranten fér n = 0,1 och i den fjarde kvadranten fér n =7, 8.

Rotterna &r hornen i den avbildade niohérningen.

FALSKT. Ty sinf < 1 for alla # € R sa kan VL aldrig 6verstiga
6. Sa ekvationen har faktiskt inga losningar alls.

FALSKT. T.ex. tag f(z) = sgn(zx) och a = 0. Da géller att
lim, o |f(x)] = 1. Men lim,_,o f(x) existerar ej, ty lim,_,o+ f(x) =
+1 medan att lim,_,o- f(z) = —1.



(e) SANT. Lat € vara vinkeln mellan a och b. Da har vi att

la x b] = |a||b|sin 6,

a-b=|al||b|cosb.
Dérfor ar
la x b|*> 4 (a - b)* = |a|*|b|*(sin? @ + cos? ) = |a|?|b]?.

(f) SANT. Vi tillimpar Rolle sats tre ganger. Eftersom f dr deriver-
bar och f(0) = f(1) = 0 sa maste det finnas ¢; € (0,1) sadan att
f'(c1) = 0. Pa samma siitt, eftersom f(1) = f(2) = 0 maste det
finnas co € (1,2) sadan att f'(cy) = 0. Men f har andraderivata,
dvs f” dr ocksa deriverbar. Eftersom f’(¢1) = f’(¢c2) = 0 sa maste
det finnas ¢ € (c1, ¢2) sadan att f”(c) = 0.

VSB.

7. (a) Definition 4, sid 99 i Adams.

(b) Sats 9, sid 121 i Adams. Man anvinder sats 8 inklusive exempel
1 i beviset, men dessa i sig behdver inte bevisas.




