Lésningar till Inledande matematik féor V/AT (TMV125) 2012-08-29

1. I denna uppgift skulle ges enbart svar, men hiar kommer férstas korta 1osningar.

a) Olikheten |z — 1| > |z + 3| har den geometriska tolkningen att avstandet fran x till 1 &r storre &n fran z till -3. Detta géller till véinster om
mittpunkten mellan talen 1 och -3 pa tallinjen, dvs da x < —1.
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Hérav ser vi att enda mojligheten att fa ett pivotelement i hogerledet dr att a = 1, vilket alltsa dr det enda viirdet som ger ett ekvationssys-
tem som saknar losningar.

c) Funktionen &r injektiv (véxer fran noll i [0, g), vixer stringt mot noll i [g, m)) och tan% =1=f11)= g
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d) sin| + | > 2cos Too. —=v2>1 ger att det inte finns l6sningar.
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(H&r hade det blivit ett ndgot annorlunda grinsvirde &n vad det var ténkt, men detta blev ju tminstone ganska l&tt).
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2. a) Planet  + y — z = 2 har normalvektor n = 1 . Linjen genom P; = (1,0,—1) och P> = (0,1, 1) har riktningsvektor v =P,Pi1= | —1
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En normalvektor n, for det sokta planet 7 &r alltsa ortogonal mot n och v och alltsdé kan vitextan =vxn=|j -1 1 |=] -1 | sa
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att det sokta planet 7 har ekvation 3z — y + 2z = D for ngt reellt tal D. Insdttning av en punkt i planet, t ex P;, ger D = 1. Alltsa &r ekvationen
for det sokta planet 3z — y 4+ 2z = 1.

b) Den sokta linjen ¢ har som riktningsvektor vektorn n fran (a). Alltsa &r pa parameterform ekvationen for linjen (z,y,2) = (1,2,1) +¢(1,1,—1),
dar t € R.

c) Inséttning av koordinaterna (z,y, z) for linjen £ i ekvationen for planet 7 ger en likhet som inte beror pa ¢t och som inte &r sann; alltsa finns det
ingen punkt pa linjen ¢ som ocksa ligger i planet 7. Detta inser vi ju ocksa direkt ty linjen £ &r parallell med planet 7 sa linjen ligger antingen helt
i planet eller helt utanfér planet och da punkten (1,2,1) pa linjen ej ligger i planet sa kan alltsa linjen inte skéra planet.

3. Definitionsméngden for f dr R\ 0. Da f'(z) = x% — ﬁ = m > 0 dr funktionen strdngt vixande bade i (—o0,0) och i (0,00). Vi-

dare dr limg——oo f(z) = 1+ 3, lim,_,o— f(z) = +oo, lim, o+ f(z) = —o0, limg—eo f(x) = 1 — 5. Alltsd &r Vy = R\ [l - 5,1+ F] =

(_0071_ %)U(l-‘r %,OO)
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4. Vi noterar att Dy = R\ {—2}. Polynomdivision eller omskrivning f(z) = (@4+2-2)745 _ (@+2) +472;(z+2>+5 = 2= D@d9+9 _ 5 94 9
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ger och vi ser att linjen y = x — 2 &r asymptot bade i +00 och —oo. Vidare ér lim,_, o f(x) = —oo och lim,_, o+ f(z) = 400, vilket innebér att
linjen £ = —2 ocksa &r en asymptot till grafen. Vidare f/(z) =1 — 9(00_‘_12)2 = <I(711_?_(21);L5>
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D(f) = (—007 _2) u (27 00)7 V(f) = (_007 _10] u [27 OO)
Asymptoter: x = —2 och y = x — 2, lokalt maximum i x = —5, lokalt minimum i x = 1.
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5. Om vi kallar radierna i konernas basytor fér » (lilla konen) och R (stora konen), sa har vi genom likformighet: % =—F Forhallandet mellan

lilla konens och stora konens volymer blir
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Vi har fatt en funktion f som uttrycker den lilla konens andel av den stora som funktion av férhallandet mellan konernas hoéjder. Derivering ger
f(x) =1 — 4a + 322, och vi soker derivatans nollstéllen:
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derivatans teckenvéxling kring z = — dr +0—, vilket visar att detta &r ett lokalt maximum, men ocksa globalt maximum. (Fér z =0 och z =1 &r

ju volymen noll.) Vi har alltsa visat att volymen maximeras da den lilla konens hjd dr en tredjedel av den stora konens hojd.

6. Svar: SFSSSS

a) Olikheten kan skrivas |z — (1 +4)| < v/2 som geometriskt betyder de tal z i komplexa talplanet som ligger strikt inuti en cirkel med radie v/2
centrerad i 1 4 4. Avstandet fran origo till punkten 1 4 i &r v/2 si alla punkter z inuti cirkeln har alltsi ett avstand mindre &n 2v/2 till origo; dvs
uppfyller |z| < 2v/2.

b) Ett resultat i kursen siger att om en funktion &r deriverbar i en punkt sa dr den ocksa kontinuerlig dér.

c) Det giller att arccos(v/2sin = arccos(\/i%) = arccos 1 = 0.

d) Lat f(z) =lnz + % — 1. Da giller f/(z) =% -4 = %(1 - %) och teckenstudietabell visar att f(1) globalt minimivérde s& att 0 = f(1) < f(z)
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for x > 0; vilket dr den forsta olikheten. Den andra olikheten bevisas pa ett snarlikt vis, eller sa kdnner man igen den som en sats i kursen.

e) Vi har att lim,_,;+ f(x) = 400 och att lim,_,,— f(x) = —oco. Dérfor finns det ett 1 > 1 och ett 2 < 2 med f(x1) > 0 och f(xz2) < 0. Da f &r
kontinuerlig, géller enligt satsen om mellanliggande vérde att f &dr noll ndgonstans pa intervallet (z1,z2) och ddrmed ocksa i (1,2).
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f) Definitionen ger f’(z) = limj_o och da vi vet att |sinh| < |h| och att |sin(1/h)| < 1, s far vi
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Av instingningslagen ser vi att f/(0) = 0,

7. Se kursboken.



