Lésningar till Inledande matematik féor V/AT (TMV125) 2012-10-27

1. I denna uppgift skulle ges enbart svar, men hir kommer férstas korta losningar.

a) Systemets utokade koefficientmatris utsétts for radoperationer:

1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 0 0 2
-1 2 2 0| ~1]0 1 1 1|~ 0 1 1 1
3 -1 -1 5 0 2 2 2 0 0 0 O

Detta ger att z dr en fri variabel, sa vi kan sidtta z = t. Andra raden ger da y = 1 — ¢ och forsta att = 2.

Svar: ¢ =2,y =1—1t och z =t, dar t ar ett godtyckligt reellt tal.

3 0
b) Ta t. ex. 0 och 1 |. Skaldrprodukterna mellan dessa och den givna vektorn &r noll, sa de &r vinkelrdta mot den. Ingen av tva nya
2 2

vektorerna ar en multipel av den andra, sa de dr inte parallella.

3 0
Svar: T. ex. 0 | och 1
2 2

c) Polir framstéllning ger —8i = 23.e~%"/2 vilket ger att z = 23/2.e~%"/4 #ir en 16sning till ekvationen. Vi har 23/2.e=i7/4 = 21/2(1/\/2—i//2) =
2 — 2i (den andra losningen dr —2 + 24).

Svar: T.ex. z =2 — 2i.
d) Man har f/(z) = e *(1 —z) och f"’(z) =e P(—1+x — 1) = e~ %(z — 2), som &4r positiv precis nir z > 2. Didrmed &r f konvex da = € (2, 00)
Svar: (2,00).

e)
a Forkortning med e® ger f(z) = (14 2ze % — e %) /(2 4+ xze™* — 2e~%). Eftersom ze™* — 0 och e~ — 0, nir x — oo, giller att f(z) —
(14+0-0)/(2+1—-0)=1/2 da.
Svar: 1/2
B Forkortning med z ger f(z) = (e*/x + 2 — 1/xz)/(2¢*/xz + 1 — 2/z). Eftersom e*/x — 0 och 1/z — 0, nir x — —oo, giller att f(z) —
(0+2-0)/(0+1—0) =2 da.
Svar: 2
~ Grénsvirde dr av typen 70/0”. Sitt Q1 = (¥ 4+ 2z —1)"/(2e® + 2 —2)’, d.v.s Q1 = (e® 4+ 2)/(2e® + 1), som har grinsvirdet (1+2)/(2+1) =1,
nir x — 0. L’Hospitals regel ger att dven f(x) har grénsvérdet 1, ndr z — 0.
Svar: 1
f) Derivering av de bada leden ger
8y3y’ + 322 = 2xy> + 322y%y'.
Inséttning av x = —1 och y = 1 ger 8y’ + 3 = —2 + 3y, som ger 3’ = —1 och att tangenten har riktningskoefficienten —1. Tangenten gar genom
punkten (—1,1) och har alltsd ekvationen y =1 — 1(z + 1).

Svar: y = —z.
3
2. a) Fran ekvationen for planet far vi att det har normalen o = 6 som ocksa dr en riktningsvektor for linjen. Den ska ga genom punkten
2
(2,—3,4), vilket ger att den har parameterframstéllningen
x 2 3
y | = -3 | +t| 6 |,
z 4 2

Som ger parameterframstéllningen z = 2 4 3t, y = —3 4+ 6¢, z = 4 + 2t, dar ¢ ar ett godtyckligt reellt tal. Ur detta 16ser vi ut ¢ och far

T —2 y+3 z—4
(t:) = = R
3 6 2

som dr en parameterfri framstéllning av linjen.

r—2 y+3 =z—4
6 2

Svar: ¢ =2+ 3t, y = —346t, z =4+ 2t, dir ¢t ar ett godtyckligt reellt tal, respektive

b) Om w &r vektorn fran punkten (2, —3,4) pa linjen till punkten (3, —2,4), och om v é&r riktningsvektorn fér linjen (hdmtad ur dess ekvation), sa

. B |lu X v|
ar avstandet
[v]
3—-2 3 1 3 2
uxv=| -2—-(=3) | x| 6 |=|1 (x| 6 |=] -2
4—4 2 0 2 3

Detta ger d = 4 +4+9/V/9+36+4=+17/7

Svar: V17/7.



3. Funktionens definitionsméingd bestar av alla reella tal eftersom ndmnaren saknar nollstille. Eftersom funktionen &r kontinuerlig kommer virdeméng-
den dérfor att vara ett intervall.

Vi har
(#2+4)+ 22 +3 _1+2x+3

x) =
/(@) z2 44 z2 +4
Detta ger att f(xz) — 1, nér x — +oo, eftersom polynomet i téljaren i det aterstaende braket dr av ligre grad #n det i ndmnaren.

Derivering av omskrivningen av f(x) ger

@) 222 4+4)— (2x+3)-2c 8—6x—222 24-3x—22) 2(1-=x)(4+x)
) = = = =
(% + 12 @A @@ @+ 02
Teckenstudium ger att f/ > 0 och ddrmed f &r vixande pa [—4,1] och f/ < 0 och ddrmed f avtagande pa (—oo,—4] U [1,00). Vi har f(—4) =
14 (=5)/20 =3/4 och f(1) =1+ (5/5) = 2. Eftersom f(z) — 1, nér z — +oo, ger detta att f(x) har ett minsta vérde 3/4 och ett stérsta virde 2.

Svar: Virdeméngen dr [3/4,2].

4. Definitionsméingden till f(z) bestar av alla reella tal.

Eftersom arctant — 7/2, nir t — oo och arctant — —x /2, nér t — —oo, giller att f(x) — 0, nér x — £o0o. Den enda sneda/horisontella asymptoten
ar y = 0. Lodrat asymptot saknas.

Derivering (med kedjeregeln) ger

- 1 3(14a%)—(1+922)  21-3z%)  2(1-+3z)(1+32)
PO = o " T3~ Aro(+ad) 01990 +e9) (1921129
I VAVE R B B VAVE N
Teckenstudietabell ~ f7 _ 0 + 0 _

AN =m/6 ] ] /6 [\
Vi ser att f(z) dr avtagande pa (—oo, —1/4/3] U [1/4/3,00) och vixande pa [—1/v/3,1/v/3]. Eftersom f(x) — 0, nir 2 — Zoo, har f(x) har sitt
storsta viirde i 1/4/3, som alltsa dr en (lokal) max-punkt och sitt minsta virde i —1/v/3.
Vi har f(1/+/3) = arctan(v/3) — arctan(1/v/3) = 7/3 — /6 = 7 /6.
Vi konstaterar att f(z) & wudda (f(—x) = —f(x)) och har f(—1/+/3) = —n/6. Vi kunde ha nojt oss med att studera kurvan fér z > 0 och
komplettera for negativa z genom speglingar.
Vi ser ocksa att virdeméngden till f(x) &r [—m/6,7/6].
Informationen ovan leder till foljande skiss

AY

(lok) max

(&, 1)

Y

A\ RS

Asymptot: y =0

(_%7 _%)
(lok) min

Svar Den enda asymptoten dr y = 0. Funktionen &r udda och har en lokal max-punkt i 1/\/5 och en lokal min-punkt i 71/\/3.



5.

6.

Nir k < 0 saknas 16sning eftersom e2* > 0 och /z > 0.

Vi undersoker vad som hinder nér k > 0. Ekvationen kan skrivas 1/k = /ze™2%. For att underlitta rikningarna sitter vi t = /2 och ska undersoka
nir 1/k = te=2t% har en entydig 16sning t > 0.

Vi séitter f(t) = te_2t2, t > 0 och har f/(t) = 6_2t2(1 —41?) = 6_2t2(1 — 2t)(1 4 2t). Vilket ger att f(t) ar stringt véixande pa [0,1/2] och stréngt
avtagande pa [1/2,00). Eftersom f(0) — 0, ndr ¢ — 0 och f(¢) — 0, nér t — oo, men betyder det att varje véirde mellan 0 och f(1/2) antas tva

ganger av f(t). Det enda viirden som bara antas en gang av f(t) ar f(1/2) = e~1/2/2. Detta ger att k ska vara 1/f(1/2) = 2/e for att den givna
ekvationen ska ha precis en 16sning.

Hér kommer en alternativ lgsningsvariant, som gjordes av nagra tentander:

Grafen till f(x) = 2 ar (stringt) konvex och grafen till g(x) = ky/z #r (stringt) konkav om k > 0 (som maste gilla om 16sning finns). Detta
betyder att kurvorna maste skira varandra pa tva olika stéllen eller tangera varandra pa ett stille (detaljerad motivering kriivs inte - detta &r i alla
fall en mycket bra observation!) om det alls finns nagon 16sning. Vi vill alltsa bestdmma k s& att kurvorna tangerar varandra. I tangeringspunkten
zo ska darfor gilla bade att f(zo) = g(zo) och att f'(zo) = g’ (z0), dvs €2%0 = k./zg och 2¢2¥0 = k/(2,/z0), vilket snart ger oss forst zo = 1/4,
sedan k = 24/e. Den vénstra figuren visar hur det ser ut med ett k > 2y/e, den hogra visar fallet k = 2\/e. Om k dr mindre, blir det ingen skirning.

Svar: k = 24/e
AY

y=e"

y=kyx

\&]

20 = 0,25

(a) f(x) = arctan(z) dr stringt vixande men f(x) gar inte mot oo, nir x — oo, sa pastaendet ar falskt.

Svar: Falskt.

(b) f(z) = e~ &r konvex och striangt avtagande, si pastaendet stimmer.

Svar: Sant.

(c) Om 2§ =1, sa &r |z0|™ = 1, vilket ger |zo| = 1. Dérmed &r z0Zo = |20|? = 1. Om vi multiplicerar bada sidor i 2y = 1 med Zo far vi darfor
2oz = 20 = Zozozg_l = 2o < 1. Zg_l = Zo

Svar: Sant.

7. Se kursboken.



