Lésningar till Inledande matematik féor V/AT (TMV125) 2013-01-19

1. I denna uppgift skulle ges enbart svar, men hiar kommer foérstas korta 1osningar.

1
a) Vi skriver olikheten  + — — 2 < 0 och skriver dérefter véinstra ledet pa gemensamt brakstreck och faktoriserar:
x

1 2_2z+1 —1)2
z+*—2:x v+ :(x ) <0
x x x
Vi ser att tdljaren alltid &r > 0, s& tecknet pa hogra ledet avgors helt av ndmnaren. Detta ger Svar: for x < 0.

b) Systemets utokade koefficientmatris utsétts fér radoperationer:

1 0 —4| -2 1 0 -4 | -2 1 0 -4 | -2
-2 2 7 |-1|~]0 2 -1 -5 |~ 0 2 -1 -5
1 2 a | -2 0 2 a+4| 0 0 0 a+5| 5
Systemet saknar 16sning om den sista trappstegsmatrisen har ett pivotelement i hogerledskolonnen. Detta intréffar bara om a = —5.
Svar: a = —5.
c) Sitt det givna talet till z. Vi har d& |z| = y/(—4)? + (vV48)2 = v/64 = 8. For att bestimma ett argument 6 for z ska vi hitta en 16sning till
systemet
cosf = Re(z)/|z|=-4/8=-1/2
sin = Im(2)/|z| = V48/8 = 4v/3/8 =/3/2
En 16sning ges av 6 = 27 /3. Svar: Beloppet dr 8 och ett argument dr 27/3.
—
d) Vektorn AB har koordinater
_ 4-0 4
AB=| 3-2 | = 1
2-3 -1
De tva vektorern dr vinkelrita mot varandra precis nédr deras skaldrprodukt dr 0. Detta ger ekvationen
1 4
O= | a | e 1 =4+a—2
2 -1
Detta ger a = —2. Svar: nir a = —2.
e) Vi soker en parameterframstéllning av linjen och séitter
‘= z+4 y z—2
2 3 5
Vi lser ut z, y och z och far x = —4 4 2t, y = 3t, z = 2 + 5t, som i planets ekvation ger
2 =2(—4+2t) + 3t — 3(2+ 5t) = —14 — 8¢,
Vilket ger t = —2 och dérmed skdrningspunkten (—4 + 2(—2), 3(—2),2 + 5(—2)) = (-8, -6, —8) Svar: i punkten (—8,—6,—8)
f) f~1(4) #r 16sningen till ekvationen f(z) = 4, dvs —27 =4, som ger z = 4/3. Svar: f~1(4) = 4/3.
1
Derivering ger enligt kedjeregeln f'(z) = ———— - D(2z + 1) = —————— | eftersom D(arctant) = 1/(1 + t2).
g) g g gt kedjeregeln f'(z) ¥ et 1)? ( ) ¥ @ 1)? ( ) =1/( )

Med z = —1 far vi f/(—1) = 2/2. Svar: 1



2. a) Grénsvirdet dr av typen "oco — oo”. Rikneregler for logaritmer ger

2422 —2
f(z) =In(32% + 22 —2) —2Inz =1In (M)

x2

Eftersom (322 — 2z — 2)/2% — 3, nir x — oo giller att f(z) — In3 da.

Svar: In 3
b) Grénsviirdet dr av typen ”0/0”. Férlinging med téljarens konjugerade uttryck vx2 + 2 + v/3z ger
£(@) Va2 +2 -3z 22 +2 -3z (z—2)(z—1)
€T = = = =
x—2 (z —2) V22 +2+V3z) (z—2)(Vz2+2+V32)
r—1
Vo2 £2+4 3z
Av detta foljer att f(z) — ﬁ = %, nir r — 2.
.1
Svar: 26
c) Grénsvirdet dr av typen ”0/0”. Vi sétter
f(z)  zIn(l+2?%) —sinz+=x
g(z) arctanz — x ’
Derivering av téljare och ndmnare for sig ger
f(x) _ ln(1+z2)+%—cosx+l
g (x) ﬁ -1 7
som efter forlaning med 1 + 2 blir
uw(x)  (I+2?)In(l+2?) 4222 — (14 2?)(cosz — 1)
o(z) —z2
som ocksa ger ett grinsvirde av typen 70/0”, nidr x — 0. Ytterligare derivering av téljare och ndmnare for sig ger
o (z)  2zln(l+a?) + 2z + 40 — 2x(cosw — 1) + (1 + 2%)sinz
'(z) —2z N
1+x2 s
= —In(1+2%) -3+ (cosz—1)— to sz
2 T
1 7
- —In(1)—3+(1—-1)—=-1=—=,
n(1) -3+ -1) -5 1=—1
nir z — 0. L’Hospitals regel ger nu att :ég = g:éi; och (sedan) ’;Eg ocksa har detta grinsvirde.
Svar: —7/2

—12
3. Funktionen f #r definierad for alla reella tal och har derivata g(z) = f/(z) = ﬁ Vi séker z sa att g(z) dr maximalt. Vi har
x
o (@) = —12(22 +3)2 + 122 - 2(z% + 3) - 2= _ —12(x2 + 3) + 4822 _ 36z —1)(z+1)
(2 +3)t (@2 + ) (2 + 3
Detta ger f6ljande teckenstudium av g’(x) :
T —00 -1 1 00
g’ (z) + 0 — 0 +
9@ [ © [ /T INT -3 [ 7]©
Eftersom g(z) — 0 d& @ — oo, drar vi av tabellen slutsatsen att den lokala maximipunkten z = —1 ocksa dr global maximipunkt, sa den storsta
lutningen pa y = f(z) har vi i punkten (-1, %)
Svar: stérsta lutningen i punkten (—1, %)
AY

y&




4. Var funktion f(z) =e (=2 4r definierad for alla reella o utom « = 1. Vi konstaterar forst att vi har foljande gransvirden:

lim f(z)=e’=1, lim f(z)=e =0, f(z)—>ocodiaz—1"
z—Foo r—1+

Dérav drar vi slutsatsen att linjerna y =1 (i 00) och = 1 (“fran viinster”) dr asymptoter till y = f(z).
For att finna eventuella lokala extrempunkter deriverar vi:

_z (1 —g)3 —g. —z)2(— =z (1 — oz
(@) = eGn? 1—=z) x-3(1—x)%(—-1) TR (1—2)+ 3 Gt 1+ 2z
(1—=)8 (1—=)* (1—=)
Derivatans enda nollstélle ar alltsa x = —%. For overblick och slutsatser gor vi en tabell:
T —0o0 % 1 00
f(z) — 0 + | odef | +
f@ | @ [Neor [ Alodet | 2] ()
Vi har alltsa ett lokalt minimum i z = —%.
. ‘ AY ‘ ‘ ‘
5L i
a4t il
y=f(z) z=1
3l i
s i
1 y=1
/’_ .
0 >
1 ‘ ‘ ‘ ‘
=2 -1 0 1 2 3 4 5
Svar: Asymptoter y =1 och x = 1, lokalt minimum i x = —%.
5. Med figurens (nedan) beteckningar:
Ty _ lilla triangelns area eH—h) _c c h
Ty ~ stora triangelns area N CTH T C CH
Likformighet mellan topptriangeln och stora triangeln ger:
h ¢
H ¢

c
Med — ==z, 0 < z < 1 (genom att vilja exempel med sidan C obetydligt storre dn ¢ och liggande néra c, respektive exempel med C mycket storre

in ¢, kan vi forsta att x verkligen kan anta alla véirden i intervallet (0, 1)) har vi alltsa

&=’ = @)

och f’(z) = 1 — 2z med enda nollstille z = 1/2 och teckenvixling +0—, vilket ger lokalt maximum och stérsta virde = 1/4 for z = 1/2. Detta
innebér att minsta férhallandet mellan stora och lilla arean dr 4 och antas da de parallella basernas forhallande dr 2:1. Vi ser ocksa hur ett sadant fall
kan konstrueras: spegla lilla triangeln i ¢ och konstruera den stora triangeln med den speglade triangeln som topptriangel - da blir C=2c och To = 47T7.




Svar: minsta arean av den stora triangelns dr 4 ggr arean av den lilla triangeln.

sd ar |u X v| = |ul|v|sin § = % Svar: falskt

us

6. a) Om |u| = |v| = 1 och vinkeln mellan dem &r F,

b) Vi kan se att VL< 0, HL> 0, sa de dr lika bara om de bada &r noll (t ex d& z = 0). Bada leden #r definierade for exempelvis x = 5, dér &r

VL= —1 och HL= 1. Svar: falskt
c) Vi soker var linjes skdrningspunkter med de tva kurvorna. Fér den forsta kurvan far vi ekvationen 2 = x — i = (z— %)2 = 0, alltsa dubbelrot
T = % For den andra kurvan blir det %— (z—2)2 =z— % = (z— %)2 = 0, alltsa dubbelrot = % Att det blir dubbelrétter dr ett bra tecken, men
vi kontrollerar derivatorna i dessa skirningspunkter: f(z) = 22 = f/(x) = 2z, f’(%) =1ochg(z) = %— (z—2)2 = ¢'(z) = -2(z—2), g’(%) =1.
I bada punkterna 6verensstimmer respektive funktions derivata med linjens riktningskoefficient. Detta visar att linjen tangerar bada punkterna i
var sin punkt. Svar: sant
. AY
3l
2l
1t
T
0 7 >
St
=2 ‘
=2 -1 0 1 2 3 4

7. Se kursboken.



