MATEMATIK

Chalmers
Tentamen i Inledande matematik f6r V1 och AT1, (TMV125)

1. Till denna uppgift skulle endast ldmnas svar, men hir ges kortfattade
l6sningar.

a) For vilka reella tal x géller det att z < 2% 4 17

Losning:

1 3
—r4+1>0 — (m—§)2+1>0

r<1’+1 < 22

Vi ser att detta ar sant for alla reella x.

b) For vilket eller vilka virden pa a &r vektorn med koordinater (1,a,2)
vinkelréit mot vektorn (1,2,3) x (1,a,2)?

Losning: Eftersom vektorprodukten alltid &r vinkelrdt mot de in-
gaende faktorerna (av vilka den ena &r just (1,a,2)), sa giller detta
for varje reellt virde pa a.

c) Bestdm konstanterna a och b sa att ekvationssystemet

{2x+3y—

o .. . ) e . ?
v + ay = b far oéndligt manga losningar?

Losning: Den utokade koefficientmatrisen undergar radoperationer:
2 31 1 a b 1 a b
1 a b 2 31 0 3—2a 1-2b

For att fa oéindligt manga 16sningar, maste man ha firre pivotelement
an antalet obekanta. Darigenom tvingas hela andra raden vara en noll-

rad, dvs a = §, b = 1
2 2
NPYP S
d) Bestdm f (5) da f(z) = cos(arctan 2z).

Losning: Kedjeregeln i tva led ger
f/(x) = — Sin(arctan QLU) . W

och ddrmed ar

f’(%) = —sin(arctan 1) = —sin(%) - _

Sl
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e) Bestdm alla 16sningar till ekvationen z° =e™3 +e's

Losning: Hogerledet forenklas:

m ami 27Ti+. . 27Ti+ 47ri+, . n
e e 3 = cos—+isin ——+4cos —+isin — = ——4+1————14
3 3 3 3 2 2 2

Vi ska alltsa losa ekvationen 22 = —1

= P241=0 <= +D(E*-2+1)=0

)

1
De tva faktorernas nollstéllen &r vara losningar: z = —1, z = 3 + i7

. . 1 1 1
f) Berikna i‘%( St ﬁ)

Losning: Konjugatforlangning ger

1 1 1 (WVE+E -5/ E+H+D) %

dmi 1 V3 1 V3
==

X

1
——=dax—0
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2. a)

Bestédm en ekvation for det plan som innehaller bada linjerna
(x,y,2) = (4—1t,5+1¢,2t) och (z,y,2) = (4+1t,5—2t,1).

Losning: Vi skriver om linjernas ekvationer nagot:

(z,y,2) = (4,5,0) + t(—-1,1,2) och (z,y,2) = (4,5,0) + t(1,-2,1).
Bada linjerna gar tydligen genom punkten (4,5,0), och en normalvek-
tor till det sokta planet maste vara vinkelrdt mot linjernas rikningsvek-
torer. Normalvektorn kan déarfor tas som vektorprodukten av dessa:

-1 1 5
2 1 1

Ett plan genom (4,5,0) med denna normalvektor har ekvationen

(5,3,1)e (z —4,y—5,2—0)=0 <= bBx+3y+z=35

Bestiam konstanten a sa att de tva linjerna
(x,y,2) = (4—t,5+1¢,2t) och (z,y,2) = (at,1 +2¢,2 — t)
skédr varandra och ange skdrningspunkten.

Losning: Hiar maste vi halla isdr parametrarna i linjernas ekvationer
4—s = at
och 16sa ekvationssystemet { 5+s = 1+2¢t
2s = 2-1
Systemet av de tva sista ekvationerna har den entydiga l6sningen
s =0, t = 2. For att en 16sning till hela systemet ska existera, maste
nu enligt forsta ekvationen a = 2, och skdrningspunkten blir (4,5, 0).
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3. Rita grafen till funktionen f(x) = =),
Ange alla eventuella lokala extrempunkter och asymptoter.
Du behover inte utreda var kurvan ér konvex/konkav.

Losning: Funktionen f &r tydligen definierad for alla reella x utom +1.
Eftersom f &r jdmn, kan vi undersoka dess upptriadande for x > 0 och
sedan utnyttja den jimna symmetrin.

Vi reder ut grinsvirdena da z — 1* och da z — oo:

flx) 2 o0daz— 1"

f(r) > 0daz— 17"

fx) > 1daz— o0

Nu aterstar att avgora funktionens viixande/avtagande, vilket gors med

derivatans hjalp:
1 2
f(z) = e(l—ﬂ)ﬁ Derivatan &r alltsa noll i = 0 och positiv for
—x
0 <z < 1och x> 1. Detta innebir att f ar vixande i de tva angivna
intervallen, och da f &r jdmn, innebér det ocksa att f &r avtagande i
x < —1 och —1 < z < 0, samt har ett lokalt minimum i x = 0.

Asymptoter &r linjerna x = +1 ochy = 1.

AY
yzel—lﬂ
r=—1 r=1
y=1
\ )
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tant
4. Visa att funktionen f(t) = e har ett storsta och ett minsta vérde
an

i intervallet [0, g), och berékna dessa virden.

T
Loésning: Siatt ¢ = tan t, da vixer = fran 0 mot oo da ¢ véixer fran 0 mot 5

Vi kan da léttare analysera f(t) = g(z) =

i (Det gar forstas bra att
2+ x?
behalla variabeln t, men derivatan blir mera komplicerad.) Vi deriverar:
, (@) 2 — 22
T) = ———
g 2+ 22)2’
med noll for z = /2 och negativ for /2 < = < oo. Det betyder att

och ser att derivatan &r positivda 0 < z < V2, lika

2
g(x) vaxer fran g(0) = 0 till ett maximum ¢(2) = T och dérefter avtar

mot noll da z — oo. I termer av f(t) innebér detta att f(t) vixer fran

2
f(0) = 0 till f(arctan2) = \4[ och sedan avtar mot noll da t — g

V2

Minsta virdet dr alltsa 0, och storsta virdet &r R

arctan% om <0
—X

5Lﬁﬂ@:{

e om x>0

a) Visa att f &r inverterbar.

Losning: Funktionen &r definierad for alla reella x. Vi kontrollerar
funktionens vixande/avtagande med hjilp av derivatan:

2

om x>0

1 -1\ . -1
fay=] TEE) e om w <0
—2xe”

Derivatan existerar och &r negativ, utom i x = 0 dér den inte existerar.
f(z) &r ddrmed avtagande for z < 0 och avtagande fér > 0. Vi tittar
pa grinsvirdena i +00 och 0F:

En skiss av kurvan illustrerar situationen.
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f avtar for negativa x mellan 0 och —g, och avtar for positiva = fran 1

mot noll. Inget funktionsvirde antas mer dn en gang. Da ar funktionen
injektiv och inverterbar fran Vy till Dy.

Bestdm inversens definitionsméngd och vardeméangd.

Losning: Av foregaende studie ser vi att f:s virdeméngd och ddrmed
inversens definitionsméngd &r (—E,O) U (0,1]. Tidigare har vi kon-
staterat att f dr definierad for hela R, vilket dérmed &r inversens
virdeméangd.

Ange funktionsuttrycket f~!(x).
Losning: For att invertera f(x) behover vi 16sa ut y ur

arctan% om y<0 (-5<z<0)
xr=
e  om y>0 (0<az<1)

Detta ger oss

™
o om —2<ac<0

1 .
£ (X)_{\/—lnm om O<zx<l1
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6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Svaren
ska motiveras. Hogst 2 poing per fraga, bara svaret "sant” eller "falskt”
ger ingen poang.

a)

Omuev=0s3ir (uxwv)e(uxv)=|ul?v]

Losning: Att skaldrprodukten ar noll medfor att vinkeln mellan w och
v ar rat. Vi far

(uxv)e(uxv)=|ux v|2 = (|ul|v] si]ag)2 = |u|2|v|2

sa pastaendet dr sant.

Varje ekvationssystem med fler ekvationer &n obekanta saknar 16sning.

Losning: Detta dr falskt, vilket foljande exempel visar (det har en-
tydig 16sning x =y = 1):

z 4+ y = 2

r — y =0

z + 2y = 3

Om f, g ar deriverbara funktioner sadan att f(z) < g(z) for allaz € R
sa kan det aldrig vara sa att f'(z) > ¢/(x) for alla x € R.

Losning: Ocksa detta pastaende #r falskt, ta t ex f(z) = —e™* och
g(x) = 0, med f'(z) = e ® och ¢'(x) = 0. Hér &r f(z) < g(x) och
f(x) > ¢'(z) for alla reella .



