MATEMATIK

Chalmers
Tentamen i Inledande matematik f6r V1 och AT1, (TMV125), 2013-10-26

1. Till denna uppgift skulle endast ldmnas svar, men hir ges kortfattade
l6sningar.

a) Bestdm konstanterna a och b sa att ekvationssystemet

T o— 2y = 1 TR
{233 Y oay = b far oéndligt manga l6sningar
Losning:

Den utokade koefficientmatrisen évergar genom radoperationer till trapp-

stegsform:
1 -2 1 1 -2 1
2 a b 0 a+4 b—-2

For att fa oéindligt manga 16sningar, maste man ha firre pivotelement
an antalet obekanta. For att fa losbarhet kan vi inte ha nagot pivotele-
ment i hogerledskolonnen. Darigenom tvingas hela andra raden vara
en nollrad, dvsa = —4, b = 2.

b) Funktionen f(x) = e® + arctanz #r inverterbar. Beriikna (f~1)'(1).

Loésning: Eftersom f(0) = 1, sa har vi:

VRS S | _1
(f )(1)_.]0/(0)_676"‘1_:902 =0 " 9

c¢) Bestim alla komplexa losningar till ekvationen z* + 4 = 0.

Losning:

Med z = re® far vi riet? = —4 = 41 (m+02m) el p = 44 = /2,
6=7%+n%, n=0,1,2,3

n =0 ger z =1+ i, av symmetri (regelbunden fyrhérning) far vi litt
resterande rotter.

Svar: 14i, -1+4i, -1-i, 1-i
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d)

[V

T

Ange i vilket /vilka intervall som kurvan y = e” 2 #r konkav (=concave
down).

z2
Lésning: Vi deriverar tva ggr och far ¢’ = (—1 +22)e” 2z . Kurvan &r
konkav da y” < 0, vilket motsvarar att x tillhor intervallet (—1,1).

)

1 1
Berikna grinsvirdena: i) lim e’”—xQ, ii) lini ( : + — 3
T—00 x—1 1 — x4 — 31

2 t

Losning: (i) Dat = 2 —2* - —oo da © — o0, och da ¢' — 0 da

t — —o0, sa dr gransvirdet 0.

(ii) Genom att faktoruppdela ndmnaren och gora uttrycket likndmnigt,
ser vi latt vad grénsvérdet blir:

N BN B 1 I T
r—1 22-3z+2 2-1 (@-1@-2) @@-Dx-2)

1
=———>-1ldaz—1
z—2

Lat f(z) = cosz, m < x < 27. Inversen f~1 till denna stringt viixande
funktion ar inte arcus cosinus, men kan uttryckas med hjéilp av denna
funktion. Gor dettal

Losning: Att invertera innebér att vi 16ser ut  som funktion av y ur
vart funktionsuttryck:

y=cosz, " <x <21 <= x = ZFarccosy+n- 2w

Det enda val som ger # < x < 27 dr minustecken kombinerat med
n = 1. Alltsd har vi f~!(y) = —arccosy + 2, eller med omkastade
variabelnamn:

f~1(x) = 27 — arccos x.
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2. a)

Bestém en ekvation for det plan som gar genom de tre punkterna
(1,-1,0), (—1,3,2) samt (2,5,1).

_>
Losning: En normal till planet ges (t.ex) av u x v dir u =AB och

%
v =AC om vi siitter A = (1,-1,0), B = (—1,3,2) och C = (2,5,1).
Detta ger

-2 1 —8
UXv = 4 X 6 = 4
2 1 —16

Vi véljer normalen m som &r —1/4 ganger denna vektor och far att
planet har ekvationen 2x — y 4+ 42z = d. Eftersom det gar genom A har
vi24+1=d.

Svar: 2x —y + 4z = 3.

Bestiam konstanten a sa att linjen med ekvationer

x—1 'y =z-1

a+1 2 1-—a

dr parallell med planet i a).

Losning: Vi parametriserar linjen genom att uttrycka x, y och z med
hjilp av t utgaende fran

r—1 'y =z-1

a+1 2 1-—a

Detta ger
r = 14 (a+1)t
y = 2t
z = 1+ (1 —a)t

sa linjen har riktningsvektorn

a+1
w = 2
1—a

For att linjen ska vara parallell med planet krévs att w och n &r vinkelré-
ta, vilket ger ekvationen 0 = v-n = 2(a+1)—2+4(1—a),dvs 0 = —2a+4
eller a = 2.
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2?2 — 2|z

3. Rita grafen till funktionen f(z) = . Ange alla eventuella lokala

extrempunkter och asymptoter.
Du behéover inte utreda var kurvan &r konvex/konkav.

Lésning: Vi borjar med att konstatera att f(x) &r definierad for all x # 1.
Vi soker asymptoter: Da f(z) — +oo da z — 17 och f(x) - —oo da
x — 17, kan vi dra slutsatsen att linjen = 1 4r en lodrit asymptot -
den enda.

Vi letar sneda/vagréita asymptoter.

2
fim @) oy B2
T—o—00 I Z——00 ;zj(x — 1)
2 _
fim 1) g T2y
T—o+00 I 2——+00 ;zj(x — 1)

Om asymptoter y = kx + m finns i £ = +o0, sa ar de alltsa sneda med
k = 1. Vi undersoker vidare:

. . 2 + 2z . 3x
Jm (o) o) = lm (T —w) = i o =3
. . x2 — 2 . —x
xEI—II—loo(f(x) —x) = JJEI—EOO( r—1 7) = a:ll}lloo r—1 =1

Hérav ser vi att det finns en asymptot y = z + 3 d& x — —o0, och en
annan asymptot y = x —1 da z — +oo. Vi letar nu lokala extrempunkter.
Vi konstaterar att f saknar derivata da = 0 (intressant punkt dérfor!),

att derivatan ar )
, ot —2r—2
f(:v)—i(ac_l)2 for z <0

gy wr=2042 (z-1)2+1
@ =" = @

Det senare uttrycket ar alltid > 0, men for negativa « har vi ett nollstélle
x =1 —+/3. Vi sammanstiller fynden i en teckentabell.

forx >0

x —00 1—+3 0 1 00
ffle)y| 1 |+ 0 — | odef | + | odef | + | 1
flz) | —oo | 7] 4—2V3 |\, 0 Sl odef | 2| o0

Vi ser ocksa att funktionens nollstéllen dr x = £2, vilket har underordnad
betydelse for konstruktionen. Tabellen visar i alla fall att det finns ett
lokalt maximum i x = 1 — /3 (stationir punkt) och ett lokalt minimum
i x =0 (singulér punkt). Med stéd av tabellen, ritas grafen (nésta sida):
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4. Utred antalet rotter till ekvationen
(22 —z+1)e® =K
for alla reella vérden pa konstanten K. Studera l&dmpligen grafen till funk-

tionen given i vinsterledet!
Loésning: Sitt f(z) = (22 — z + 1)e®. Vi behover veta hur f(x) varierar,
och deriverar darfor:

Flla) = (o 4 w)e”
Derivatan har nollstéllena x = —1 och z = 0, f(z) — 0 da z — —oo,
f(xz) = oo da x — +oc.

T —00 -1 0 00
f(x) +10] -1]0| +
S ] o [T 2 N1 /]
. Yy
4 - /
2 y=3/e

Vi vet att varje varde > 0 antas, men aldrig vérdet 0. Vi ténker oss att
vi drar linjen y = K i var figur, och riknar antalet skdrningspunkter med
y = f(z). Dessa motsvarar ju rotterna till var ekvation f(x) = K. Vi ser
da:

For —oo < K <0: 0 rotter

For 0 < K < 1: 1 rot

For K = 1: 2 rotter
For1 < K <3/e: 3 rotter
For K = 3/e: 2 rotter

For 3/e < K < oo: 1 rot
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5. En rét cirkuldr kon (alltsa en “vanlig” kon) &r inskriven i en sfir med

radie R, som i figuren. Vilken &r den storsta mojliga volymen som konen
kan ha? (Volymen av en kon ges av (basens area) x hojden/3.)

Losning:

Sétt konens hojd till H = R + x (se figuren), dir R &r sfirens radie.

Radien i konens basyta beriknas med Pythagoras sats till r = v RZ — 2.
Vi kan nu teckna konens volym som funktion av x:

BH 2 2 .2
_ T (R+ x) _ m(R* — x°)(R + x) _ g(R3+R2x—Rx2—x3)

Viz) == 3 3

Denna volym ska maximeras da 0 < x < R. Vi tar reda pa derivatans
nollstéllen:
2R R?

v’(x):O — R’-2Rz-32°=0 — xz—i—?x—?:o
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Enda nollstéllet i det aktuella intervallet &r =z = %. Att detta ar ett
lokalt maximum (och ddrmed maximum 6ver [0, R]) kan man t ex se med

andraderivatan V" (z) = E(—QR — 6x), som &r negativ i punkten. Vi har

darmed storsta mojliga vardet av volymen:

R, w(RP- (B (R+E) _ 327R?
3 3 81

(vilket utgér 8/27 av klotets volym).

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska.

a) Funktionen f(z)=In|In|z|| & definierad for alla x # 0.

Losning: Pastaendet #r falskt, eftersom In|1| = 0, och logaritmen
(yttre funktionen hér) ej dr definierad for 0. f(x) dr ej definierat for
=1

b) Om a och b ir vektorer i R? sa giller att |a  b|*> +|a x b|? = |a|?|b|?.

Losning: Detta dr sant, eftersom om vinkeln mellan vektorerna ér «,
sa ar

la @ b]? + |a x b> = (|a||b| cos a)? + (|a||b|sina)? =

= |a|?|b|*(cos?® a + sin? @) = |a|?|b]? - 1

|z]

Det exist tt tal § > 0 sadant att d = |si —
c¢) Det existerar ett tal § > 0 sadant att |z| < | sin x SL‘|<1000000

Losning: Olikheten kan, efter division med |z, skrivas:

’sinx 1| < 1
T 1000000
Det faktum att lim S
z—0 X

€ = 107%) finns ett 6 > 0 s& att |z| < § = |
T

|r| < 0 = |sinx — x| < €|z|. Pastaendet &r sant.

= 1 innebér just att till varje € > 0 (t ex

sinz

— 1] < e dvs
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7. a) Bevisa att om en deriverbar funktion definierad i intervallet (a,b) har
ett maximum i en punkt ¢ € (a,b), sa & f'(c) = 0.
b) Formulera medelvirdessatsen (med alla forutsidttningar).
c) Ett tal a kallas en fizpunkt till funktionen f(z) om f(a) = a. Visa att

om det fo6r den deriverbara funktionen f(z) giller att f'(x) # 1 for
alla x, sa kan f(x) ha hdgst en fixpunkt.

Losning: For (a) och (b), se laroboken! Hér &r en 16sning till (c).

Antag att f uppfyller de givna férutséittningarna (deriverbar, f'(z) /A
for alla x), men har mer én en fixpunkt. Antag da att x; och xy &r tva
fixpunkter, z1 < z2. Vi kan da anvénda medelvardessatsen pa intervallet
[z1, z2]. Det ger att det finns en punkt ¢ € (1, x2) sa att

f(x2) = f(x2) = f'(c)(xa —x1)

Eftersom f(z1) = 1, f(x2) = x2, sa far vi f/(¢) = 1. Detta motsiger
vart antagande om att derivatan aldrig dr 1, och visar att det inte kan
finnas mer &n en fixpunkt.



