MATEMATIK
Chalmers

Tentamen i Inledande matematik f6r V1 och AT1, (TMV125)

1. Till denna uppgift skulle endast svar, inte 16sningar ldamnas in. Hér kom-
mer i alla fall korta lésningar.

a)

b)

(u1/2)1/5(u*1/5)2 wl/104,—2/5

_..—2/5-1/2 9
(u1/4)2(u2/5)1/4 Toul/21/100

= u_TO

Den utokade koefficientmatrisen for systemet 6vergar genom radope-
rationer till trappstegsform:

2 31 1 a b
1 a b 0 3—2a 1-2b

Losning saknas om vi har ett pivotelement i hégerledet, vilket innebér
3 1
tta= -, b# —.
? 2 P73

Vi deriverar:

oy = TEWE @ 20f'(@) - ()
I (V)2 R
sitter in x =4, f(4) = -8, f'(4) =1 och far g'(4) = 1.

9

— o PO e
Los ut z ur y = , eller for att fa "ratt” bokstav, 16s ut y ur

T+ 4
_2-3y

x = +4.Vif§irx(y—|—4):2—3y < y(x+3) =2 — 4z och
)
2 -4x

dérmed f1
arme (x) ——

Kvadratkomplettera:
22 —2r+1y2 410y = —23 = (z—1)*+(y+5)°? = -23+1°+5>=3

Nu kénner vi igen ekvationen for en cirkel med medelpunkten (1, —5)
och radien /3.
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f)

2. a)

Funktionen f(z) = /(1 —x)(z + 5) &r definierad i intervallet [—5, 1]
och har derivatan
—(z+5)+(1—-2) —(z+2)

fla) = o0/ -a)(z+5) /(1-2)@+5)

Harav ser vi att derivatan &ér positiv for © < —2, negativ for x > —2.
Tittar vi pa definitionsméngden, sa vet vi da att f &r stringt vixande
i intervallet [—5, —2].

Det plan som gar genom punkten (—2, 0, 3) och &r vinkelrétt mot linjen
som ges av
r—2 Ty — z+6
2~ TYT T3
har som normalvektor varje riktningsvektor for linjen. En sadan av-
2
laser vi ur linjens ekvationer (ndmnarna): 1 |. Planet har da
-3
en ekvation av typen 2z + y — 3z = D. Insdttning av den kénda
punkten (—2,0,3) ger oss D = —13. Planet har alltsa ekvationen

2x+y—3z=-13.

Vi skriver om linjens ekvationer i parameterform: (x,y, z) = 2+2¢t, -7+
t,—6 — 3t. Om vi sétter in dessa parameteruttryck i planets ekvation,
s& kan vi bestdmma ¢ for den punkt pa linjen som ocksé ligger i planet:

2(242t)+(—T+t)—3(—6—3t) = —13 <= 14t+15=—13 < t=—2

Detta ger i linjeens ekvationer var skidrningspunkt (—2, —9,0).
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. 1+ sin & 1+ sinz
3.a) lim rEsmr lim —2- = (fi’)r:v >0dre = \/a:Q) = lim —%= =
z—=00 /g2 4+ 1 r—oo Va4l

— T—00 /1+%

1
110
(1l +1 (1 +1
b) lim R +102) o In(l+nz)
z—1  Ilnz2 =1 2lnz

Med t = Inx géller att t — 0 da x — 1.

Gransvirdet kan da skrivas om som ett kidnt gransvérde:
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4. a) Funktionen f(z) = e *"v/4z% + 1 #r en jimn funktion definierad for
Vat+1

alla reella 2. Med t = 2 kan vi skriva f(z) = —, sa vi ser att
e

f(x) = 0dat— oo, dvs da z — +oo. Déarmed dr y = 0 asymptot till

grafen, bade i co och co. D& funktionen &r definierad i alla reella =z,

finns inga lodréta asymptoter.

Vi deriverar funktionen:

_ _ 8z —2z(42% + 1) + 4z
"(z) = e (=22 422 4+ 14e a? = -
) (~22) 2V/A4x2 + 1 er’\/4x? + 1
2z(1 — 42?%)

e’ /422 + 1
Derivatans nollstéllen ar tydligen = 0 och = = :l:%. En teckentabell
ger oss en Gversikt:

T —00 — 0

f'(x) + 0 - +
fl) | 0 | A Vee M IN 1] A Vee PN ] 0

Vi kan nu rita grafen.

(0.¢]

N[

[en) SIES
|

L8[ y = f(x) |

05F ]

X

0 >

Asymptot y =0

_0.5 4
_l - -
-15} 8
-3 -2 -1 0 1 2 3

Vi kan av ovanstaende dra slutsatserna:
Virdemiingd: (0,v/2e~1/4], lokala maximipunkter z = :l:%, lokal
minimipunkt z = 0, asymptot y = 0.
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1
b) Funktionen g(x) = xe*xz\/4 + — sammanfaller for z > 0 med f(z)
T

i (a)-uppgiften, eftersom z = Vz? kan multipliceras in i rotuttrycket
och ge g(x) = e VAzZ + 1. Med z < 0 &r juz = —Va2, sa vi far
g(z) = —e~" /422 + 1. g(x) ir inte definierad for = 0. Vi far en udda
funktion med graf enligt nedan (begérdes inte, men dr ju upplysande).

AY
2r 4
15F y=g(x) 1
1 (¢ 1
0.5 B
x
0 >
-0.5 B
b A
-15 1
ol A
-3 -2 -1 0 1 2 3

Viardeméngden blir nu unionen av tva separata intervall:

Vg = [-V2e 1/4,0) U (0,v2e"1/4].
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5. Vi vill teckna arean av den réda triangeln i figuren, dér ytterligare tre
punkter har betecknats D, E, O. Lat A ha koordinaterna (z,y).

AY

1.2r
L (57 +y =1

0.8}

0.4

0.2

\&

0 0.5 1 15 2

Vihar nu arean f(z) = area(ADOE)+area(ABE)+area(ACD)-area(BCO)

:xy—i-im(l;y) —1—7‘7’(22%) —%z%—i—y—l.

Vi léser ut y ur ellipsens ekvation och far

2

i X
=Z4+4/1-=—-1,0<2<2
f(x) 2+ 1 , 0< 2 <

Vi deriverar:

1 z
f’(iﬂ):ﬁ— -
X
41—z
Nollstéllen soks:
3 2 2
flz)=0 < 1—%:§<:>1—%:%,x20<:>x:\f2

Derivatans teckenvéxling kring nollstéllet &r + 0 —, s& det ror sig om ett
maximum, fér 6vrigt ar ju arean noll da x = 0 eller z = 2.

Storsta arean #r f(v/2) = V2 — 1.
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6. a)

SANT.
"Funktionen f(z) = z arctan(x) dr konvex pa intervallet (—oo, c0)”.
Vi beréknar andraderivatan:

1 1— 22 2

T1r 2 T Tr22 (Lra2)

L @)

!
= t
f'(xz) = arc ana:—|—1+x

Eftersom f”(z) > 0 for alla reella , sa dr f(z) (stringt) konvex i hela
(—00,00).

FALSKT.
"arcsin(sinz) = x for alla z € R”.
T. ex: x = 7 ger arcsin(sinz) = arcsin0 = 0 # .

SANT.
"Om 23 + 322 + 32 = 7, sd maste |z + 1| = 2.7

B33 432=7 = 24324+32+1=8 < (2+1)3=8

Hirav ser vi att |2 + 1|2 = 8, varav foljer att |z + 1| = 2.

7. Se Adams!



