MATEMATIK
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Losningar till tentan for TMV125 2014-10-30

1. Till denna uppgift skulle endast svar, inte l6sningar ldmnas in. Har kommer i alla fall
korta 16sningar.

a)

c)

d)

Den utckade koefficientmatrisen for systemet Gvergar genom radoperationer till
trappstegsform:

1 1 0 1 10 1 -1

01 -1 2 ~l 0 1 -1 2

10 1 -1 0 0 O 0
Ur detta far vi 16sningarna. Svar: x=-1—-t, y=2+4+t, z=t

sin 2

Eftersom f(z) = e¥"2°%% — ¢*5 " | sinusfunktionen har virdeméngden [—1, 1] och
exponentialfunktionen &r kontinuerlig, sa giller (satsen om mellanliggande vérden):

Svar: V¢ = [e_%,e%]

Los ut = ur ekvationen y = f(z). Vi far da = = gzii’, om Vi presenterar inversen
som funktion av z, har vi Svar: f!(x) = gzif
Kedjeregeln ger
d d
%f(\/% —522)|pea = f'(v/36 — SmQ)%\/% — 522y =
(V36— 527) =2 |,ca = f ()= = —10

V36 — bx? 4

Svar: —10

() Med f(z) = ¢”” — 1 och g(z) = cosz — 1 har vi bade f(z) — 0 och g(z) — 0
da x — 0, sa vi kan anvidnda 1"Hopitals regel.

! (E2 ZQ
. 1
f/(x) = ¢ - 2z = -2 ?. — —2— = —2 da x — 0. Enligt 'Hopitals regel har
g' () —sinz sinz 1
den ursprungliga kvoten samma grénsvérde. Svar: —2
2\ 3z —2\ 7\ 3
B) (1 — ;) = ((1 + 7) ) — ()P =¢" Svar: e ®

Ekvationen ycosz = 1 4 sin(xy) deriveras implicit:

y' cosx — ysinz = cos(xy)(y + zy’)

Sitt in ¢ = 0, y = 1 och 16s ut 3’(0) = 1. Tangentens ekvation: y — y(0) =
Y (0)(z—0) < y—-1l==x Svar: y=x+1
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2. a) Arean av triangeln ABC é&r %|A§ x AC| (halva parallellogrammen). Vi har nu
1 —2
AB=|( 1 |, AC = 3 ,
1 -2
-5 -1
ABxAC=| 0 |=5[ 0 och 1|AB x AC| =5V2.
5 1
Svar: Arean ir gﬂ
b) Tetraederns hojd fran hérnet D &r detsamma som avstandet fran D till planet
—1
genom A, B, C. Eftersom vektorn n = %Aﬁ x AC = 0 4r en normal-
1
vektor till detta plan, sa dr avstandet d fran D detsamma som lingden av den
-~ L |n e AD|
ortogonala projektionen av AD = 3 pa n. Darmed: d = T =
-3
-1 1
| 0 . 3 \
1 -3 4
= =2V2
—1 V2
I o I
1

Svar: Héjden dr 2v/2

Alternativ 16sningsmetod: berdkna volymen V av den ”"lada” som spanns upp av vek-
torerna A_B, A_C’, AD. V & absolutbeloppet av determinanten av den matris som
har de tre vektorerna som kolonner (eller rader). Denna volym #r ocksa produkten
av den sokta hojden h och arean A av parallellogrammen i (a). Alltsa: h = %.

-1
Eftersom ( 0 dr en normalvektor till planet, kan dess ekvation skrivas —1 -
1
1.z

= D. Satt in en av planets punkter, t. ex. A och se att D = 1.

Svar: planet har ekvationen —x+z =1
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3. Funktionen
1 1
flx) = . + 5111:5 + arctan x

ar definierad for alla > 0. Dess derivata ar

Pl L, 1 _atve-2  @oD(@t’t))
T2 2 w241 222(x2+1) 2x2(z2 4+ 1)
Derivatans enda nollstélle &r x = 1 dér dess teckenvixling d&r —0+, sa * = 1 &ar

ett lokalt minimum med f(1) = 1 +arctanl = 1 + 5. Eftersom f ar kontinuerlig och
f(xz) = oo bade d& & — 0" och da & — oo, sa ser vi att f(z) antar alla véirden > 1+ 7.

Svar: Dr = (0,00), Vs =[1+ §,00)
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4. f ar definierad d& 2> —3 > 0, dvs da 2 < —v/3 eller = > /3. Mojliga lodrita asymptoter
dir ¢ = +£1/3. Eftersom f(z) — co dd© — —v/3 och da z — /3" s ér de asymptoter.

Eftersom f(z) uppenbarligen gar mot oo da & — oo, och eftersom f(z) = z(1 +

@) — —oo0 -1 da z — —oo, sa finns inga vagrita asymptoter. Kan det finnas
sneda?
In(z? —
f(z) =1+ n(z 3) — 1 da z — £oo, eventuellt kK =1
T T

f(z) — 2z =1In(z® — 3) = oo da = — oco. Alltsa inga sneda asymptoter heller.

2 —_ —
Nu deriverar vi: f'(z) =1+ 2z _T 20—=3 _ (z-1)(=+3)
x

23T @3 @A VB

Derivatan har ett enda nollstille x = —3. En teckentabell illustrerar vad som sker:
x —00 -3 —/3 <z< V3 00
I (x) + 0 - Odef +
fl@) | —oo | /A1 In6—-3 |\ | —o0 Odef —oco | /| o0

Tydligen har vi ett lokalt maximum i z = —3, med f(—3) =1n6 — 3.

2 _ 2 _ _ 2
Vi deriverar igen: f”(z) = (22 +2)(= (52) — ;)332(:6 +22-3) = (i(f_ —;)2)
Detta innebér att f(z) 4r negativ i hela definitionsmiingden, si grafen #r konkav (con-

cave down) i bada de intervall dir f &r definierad.

10 T

ol r=1v3| =3 ]

i+ f(@) = 2 +In(? - 3) |

A

Svar: Dr = (—o0,—V3) U (V3,00), Vs = (=00, c0), lokal maximipunkt x = —3,

asymptoter x = /3, konkav bade i (—oo, —v/3) och i (v/3, c0).
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5. Vi kan kalla de lika langa sidorna for =, men av praktiska skél viiljer vi att kalla dem
2zx. De aterstaende rektangelsidorna kallar vi y.

2x 2x

2x

Femhorningens area A bestar av triangelarean som enligt areasatsen &r

1
5(23:)2 sing = 2%V/3 och rektangelarean 2zy. Detta ger

A—2%/3

V34 2y =A = y=
2z

och den omkrets vi vill minimera blir

f(x):6x+2y:(6—\/§)x+§, 0<x<“%

(den &vre griansen for x far man om y = 0, d& dr det inte lingre en femhérning).

For att soka minimum deriverar vi:

f’(m):G—\[—%

Enda nollstéllet dr xo = med derivatans teckenvixling —0+, dvs ett lokalt

A
63
minimum som ocksa dr globalt. Riknar man ut den minimala omkretsen sa far man,
efter forenkling (ej nodvindigt):

f(zo) =2VA\6 V3
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6. a) Om vinkeln mellan vektorerna dr «, sd dr (da |cosa| < 1)
|u e v| = |ul|v||cosa| < |u||v]| Sant.
OBS! Pa grund av ett skrivfel kom det att sta |u ® v| < |ul|u| pa tesen. Da blir
pastdendet falskt: ta t. ex. v = 2u # 0. Da &r VL = |u|-2|u|| cos 0| = 2|u|?, HL =
|ul?, s& |[VL>HL].

b) Derivatan f'(x) = 4(«®+1) har ett enda nollstille z = —1, funktionen avtar stringt
fran oo till ett minimum i x = —1 och vixer dérefter stringt mot oco. Dérav forstar
vi att grafen kan ha hogst tva skdrningspunkter med x-axeln. Falskt.

c) f uppfyller villkoren for medelviirdessatsen pa [—b,b]: kontinuerlig pa [—b, b], de-
riverbar i (—b,b). D& finns enligt medelvirdessatsen ett ¢ € (—b,b) sa att f'(c) =
fO) = f(=b) f(b) ) = — i
RO vilket &r lika med b eftersom f(—b) = —f(b) (udda funktion).
Sant.

7. Se Adams!



