MATEMATIK
Chalmers

Losningar till tentan for TMV125 2015-01-05

1. Till denna uppgift skulle endast svar, inte l6sningar ldmnas in. Har kommer i alla fall
korta 16sningar.

a) Den utokade koefficientmatrisen for systemet &vergar genom radoperationer till

trappstegsform:
2 3 5 5 1 0 0 =5
11 2 1 |~ 01 0 0
3 4 8 9 0 0 1 3
Hérav framgar 16sningen. Svar: x=-5,y=0,z2=3

b) Kedjeregeln:

d 1 _—71 2 (z 74:—71 ,
do @ 1= = (Fane + g O @l = g e 7@

Med f(4) =1, f'(4) = —4 far vi:
Svar: 2

c) Lés ut z ur ekvationen y = f(z). Vi far da x = 2 £ /4 + y. Eftersom = < 2 maste
vi vilja minustecknet. Om vi presenterar inversen som funktion av x, har vi

Svar: f'(x)=2-v4+x, Ds1=[-4,00)

d) y:arccos(cos(fg)) = cosy—cos(fg) 0<y<n <= y—g

T
S : =
var 3

e) i Med f(x) = cosz och g(x) = § — = har vi bade f(z) — 0 och g(z) — 0 da
x — %, s& vi kan anvéinda 1 Hopitals regel.
f'(z) —sinz
g -1

kvoten samma gréansvérde.

— 1 da  — 7. Enligt I'H6pitals regel har den ursprungliga

Alternativt: hm fosx = lim sinit =1 Svar: 1

5 t—0 t

ii. ( )lﬂ (( ) ) (65)% —e? = Svar: /e

f) w parallell med w:
u = tw for nagot reellt tal ¢

v — u vinkelrdt mot w:
vew

(v—uwew=0 <= (v-tw)ew=0 <= vew—twew=0 <= t=
wew

1 3

Dérmed ar u = 'voww = § 0 Svar: 0
wew 2 1 5

2
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2. a) Avstandet ar

0 —1 1
o ‘ 3 | x| 2 ‘ ‘ 2 ’
‘AC X AB‘ Z 1 3 V4
|AB -1 -1 V6
oz oz
1 1

Svar: Avstandet dr %

b) Still upp linjernas ekvationer i parameterform (anvind AC och %Cb som rikt-

ningsvektorer):
T 3 -1 3—s
Ly y | =1 -3 | +s 2 = —-3+2s
z 4 -1 4—5
x 3 -3 3—-3t
Lo : Y = 0 +s 3 = 3t
z 2 -1 2—1
Linjernas eventuella skdrningspunkt dr 16sning till det 6verbestdmda ekvationssy-
stemet
3—s = 3-3t
—-34+2s = 3t
4—5 = 2-1

Vi ser da att det finns en l6sning s = 3, ¢ = 1, vilket svarar mot en och samma
punkt vid inséttning i respektive linjes ekvationer, ndmligen (0, 3, 1).

Svar: Sk#rningspunkten #r (0,3,1)

1
¢) Vi har redan en nomalvektor till planet: AC x AB = 2 |. Da vet vi att planet
3
har en ekvation av typen = + 2y + 3z = D. Insittning av vilken som helsta av de
fyra punkterna ska ge D, kontrollera girna alla! Man far D =9

Svar: planet har ekvationen x4+ 2y +3z=9
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3. Vi konstaterar att var funktion f(z) = 1_2 dr definierad for alla > 0. Det &r

26z
1—4yzx
2z

latt att se att f(z) — 0 da x — oo. Eftersom f(x) =

gér mot 1 och ndmnaren mot 01 da z — 07. Alltsa: f(z) — +oo dd z — 0.

, sa kan vi se att tdljaren

Vi undersoker derivatan och dess teckenvariation:

@) =527 42 d =2 (- 4 VE)

Derivatans enda nollstélle ar tydligen z = %. For 6versikt och slutsatser gor vi en
teckentabell:
T 0 i 00
f'(z) -1 0]+
() oo | N\(|2| 7|0

Funktionen har en enda lokal (och global) extrempunkt: z = % &r lokalt (och globalt)
minimum. Virdeméngden dr Vy = [—2, 00).
Asymptoter &r x = 0 och y = 0 (dvs koordinataxlarna).

Vi undersoker ocksa andraderivatan:

s _5 _3,2
@ =at =20t = 20 - v
Den vixlar tecken fran positiv till negativ i x = %, vilket betyder att x = % ar

inflexionspunkt, och att funktionen &r konvex till véanster och konkav till hoger om
denna punkt.

AY

5

v

Svar: Asymptoter: x = 0 och y = 0, lokal minimipunkt: x = %, f &r konvex i (0, 3),

konkav i (§,00).
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4. Eftersom logaritmen bara existerar for positiva tal, sa éar f definierad da —1 <z < 0
och da 0 < = < oo, dvs definitionsméngden dr Dy = (—1,0) U (0, 00).

Vi konstaterar att f(z) — oo d& z — 0" och d& = — oo, samt att f(z) — —oco da
z—0" ochdax— —1T.

For att ta reda pa funktionens variationer i 6vrigt, behdver vi dess derivata:

/ 1 2 202 —x—1 2z 4+ 1)(z — 1
flay=-L 4 _ 2 _( ! )( )
T z+1 z?(z + 1) x2(x+1)
Derivatans nollstéllen dr alltsa x = —% och x = 1. En teckentabell med alla fakta vi
funnit:
x -1 - 0 1 00
I (x) + 0 — — 0 +
fl@) | —oo | /] —2—Ind | (| —o0o/+00 | \y| 14+Ind | A | O

De lokala extremvéirdena har foérenklats en aning: lokalt maximum —2 + QIn% =
—2—-2In2 = —2 — In2? samt lokalt minimum 1+ 2In2 = 1 + In2?. Av funktionens
kontinuitet foljer att den antar alla vérden i intervallen (0o, —2 —In4] och [1+1n4, co).

Svar: D¢ = (—1,0) U (0,00), V¢ = (00, —2 — In4]U[1 + In 4, c0)
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_ e~ 1/a? om x<0
5. f(a) =

arctanz — 5 om x>0

Vi deriverar:

2
) ZeV* om z<0
f(x) - ® 1 0
1522 om x>

Héarav ser vi att derivatan &r negativ for negativa x, positiv fér positiva z. Vidare ar
lim f(z) =0och lim f(z)= f(0) = ,Z, lim f(z) =1och lim f(z) = 0. Sale-
z—0— z—0+ 2 zo—o0 z—00

des #r f striangt avtagande fran 1 mot 0 i (—oo, 0) och stréngt vixande fran —% mot 0

i (00,0). Detta illustreras i grafen nedan (behover egentligen bara goras i stora drag).

\
IR
&
|

ol

Nu inser vi att f &r inverterbar fran [—7,0) U (0,1) till (—oo0,0) U [0,00): for varje
y € [-5,0) U (0,1) har ekvationen f(z) =y exakt en 16sning z € (—o0,0) U [0, 00).

’

Fér att berdkna (f~')'(1), kan vi anviinda att ) ,omy = f(z). Vi

1
D)
borjar med att ta reda pa viket x som hor till y = % Detta y-virde antas for ett
1
/=% _ % och finner att x = —————. Sa vi har

V1n 2

negativt x, sa vi loser ekvationen e~

(G =5 == —(n2)

2
Jc136—1/1 |z: 1
Vin 2

Alternativt kan man invertera f och derivera inversen direkt. Inversen blir:

—\/%” om O<z<l1

fﬁl(m)z{ tan(x+3) om -7 <x<0

med derivatan

1 ™
—s T om —-I<z<0
—1\/ - cosz(z+%) 2
2z(—Inx)2
_ 1 1 1 _3
Direkt inséttning ger nu (f~')(3) = — =— + = —(In2) 3
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6. a)

Bilda vektorer av de tre sidorna, ta skaldrprodukten mellan dessa tva och tva.
Om nagon av produkterna blir noll, har vi rdt vinkel mellan motsvarande sidor
i triangeln. Sa blir det ocksa om man tar de sidor som har punkten (2,-3,1)
gemensam, sa vinkeln i det hornet r rét. Sant.

Derivera och férenkla derivatan. Vi far f'(z) = 0 for alla  # 0. Det innebér att f 4r
konstant i vardera intervallet (—oo,0) och (0,00). Da f(—1) = 2arctan(—1) = =%
och f(1) = 2arctan(1) = 7, sa &r vérdena olika i dessa tva intervall, funktionen
har bara dessa tva vérden. Sant.

Antag att p(x) har ett nollstiille z = a av ordning n. D& kan vi alltsa skriva p(z) =
(z — a)"q(z), dir q(z) &r ett polynom med g(a) # 0. deriverar vi sa far vi p'(z) =
n(z—a)" (@) +(@—a)"q (2) = (x—a)" " (ng(z) + (z—a)qg'(x)) = (z—a)"'q(x),
dar q1(z) = ng(z) + (z — a)¢'(z) &r ett polynom. Hér blir ¢1(a) = ng(a) # 0, vilket
innebér att p’(z) har nollstélle av ordning n — 1 i z = a, inte av ordning n. Falskt.

7. Se Adams!



