Lo6sningsforslag till 6vningstentamen 1
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

111214 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Oskar Hamlet , telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godkint pa tentamen krivs minst 23 poéng da bonuspoing ej ér inriknad, samt minst 25 poéing med bonus-
podngen inrdknad, pa tentamens Godkéantdel. For godkint pa kursen krivs ocksa att du dr godkénd pa de tva

datordvningarna med tillhérande obligatoriska uppgifter. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poéng

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkéntdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoéng.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlaimnade papper.

Tentan rattas och bedéms anonymt. Losningar 14ggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfille meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkiantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga l6sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och forklara sa vil du kan.

2. Beridkna arean av den rotationsyta som bildas d& kurvan
y=+vzr+1, 0<xz <2, roterar kring z-axeln.

1\’ Viz +5
Losning: Baglingdselementet dr ds = 4/1+ () dx = verto dr sa;
2vx+1 2vVr+1

2

2 2
Arean = / 2nvx + 1ds = / ™4r +5dr =7 [2(433 + 5)3/2] (133/2 - 53/2)
0 0

Svar: Arean av rotationsytan ar % <133/ 2 _ 5% 2)

Yy’ — 2y’ — 8y = 20 cos 2z

3. Los begynnelsevardesproblemet
&Y P { y(0) =0, 4/ (0)=0

Losning: Differentialekvationens karakteristiska ekvationen r2—2r—8 = 0 har 16sningarna
r=1++v1+8 & r=4eller r = —2, sa homogenlésningarna har formen

yn = Cre™ + Cre™>
Som partikulérlosning ansétter vi y, = Acos2x + Bsin2z. Vi har; y;)’ - 2y2’9 —8yp = ... =
(—12A —4B) cos2z + (—12B 4+ 4A) sin 2z sa for att det skall ge en 16sning sa maste vi ha,
—12A - 4B =20 A=-3
< 1
—12B+4A=0 B=—3
Differentialekvationens allménna losning dr saledes

3 1
Y=Yn+Yp = Cre*® + Oy — B cos 2 — 5 sin 2z

(6p)

(6p)



Begynnelsevillkoren ger sedan att;

Ci+Cy — % =0 C, = %
< 5
4C1 —2C5,—1=0 Co =13
Svar: Begynnelseviardesproblemet har 16sningen y = %e“ + 26_2“3 — %cos 2z — %sin 2x
2011 k
. 1+3
4. (a) Berakna Z W
k=1
Lo6sning:
2011 i 2011 k—1 4 2011 12011 2012
1438 1 1 1 11-(3) 1 1 1
—_— == - - l=———="—+-2011= - (1341 — | =
Y g og 2 (5) HgLimgeg s ;
1 1)\ 2012
Svar: — [ 1341 — | -
2 3

o
1+ 3
(b) Avgoér om Z % ar konvergent eller divergent (motivering krivs!)
k=1

Svar: Divergent, ty termerna gar inte mot 0.

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poing fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

podng pa denna del riknas in for att na godkintgriansen.

5. 1 ett nyvidrat rum med volymen 120 m? bérjar nagra personer att roka. Roken sprider sig
i en takt av 0.01 m3/min och den vilblandade rokluften limnar rummet i samma takt och
ersiitts med ren luft genom ventilation med samma takt 0.01 m3/min. Roken innehéller
4% av den hilsovadliga gasen C'O. Bestdm halten av gasen CO som funktion av tiden.
Efter hur lang tid nas det hilsovadliga virdet 0.012% ?

Losning: Lat y(t) vara koncentrationen (i procent) koloxid (CO) i rummet t min efter
det att personerna bérjat roka. Vi vet da att y(0) = 0. Fordndringshastigheten for y(t)
(dvs. derivatan) dr differensen mellan tillskott och bortfall.
0.01-0.04
Tillskottet fran rokandet &r o0 procentenheter per minut, och
0.01y(¢)
120

Detta ger oss begynnelsevirdesproblemet;

0.01-0.04 0.01y(¢)
/ — —

v =" 120

Differentialekvationen &r linjar och kan skrivas;

, 1 o
v (1) + 15000Y™® = 12000 (DE)

bortfallet p.g.a. ventilation &r procentenheter per minut.

, y(0)=0

. . 1 —t_ 5
Den integrerande faktorn &r eJ 1000 U = 2000 84 ;

0.04

- 120006ﬁ <

(DE) & %(eﬁy(t»

emy(t) = 0.04e™m + C & y(t) = 0.04 + Cetaom
Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger sedan att C' = —0.04 sa

y(t) = 0.04(1 — eT2000)

(4p)

(6p)



Vi vill nu ocksa bestimma den tidpunkt T for vilket koloxidhalten y(t) natt den farliga
nivan 0.00012;

0.04(1 — e2000 ) = 0.00012 < 1 — eT000 = 0.003 <

etmm = 0.997 < T = —12000 In0.997

Svar: Halten koloxid ¢ minuter efter det att personerna borjat roka &r 0.04 (1 — eﬁ) och
efter —12000 In0.997 (= 36) minuter sa har halten natt den hélsovadliga nivan.

6. Avgor vilka av foljande pastaenden som ar sanna respektive falska,
samt motivera dina svar (rétt svar utan motivering ger inga po#ng).

(a) Det finns konstanter A, B, C sa att

2 4+r+1 A B C 1

= for all o1y
223 + 322 — 32 — 2 x_1+w+2+2x+1, or alla x # =5

Svar: Sant, ty med A = %,B = %,C = —% sa &r VL=HL.

(b) Linjen y = x &r en ortogonalkurva till kurvskaran zy = C.

Svar: Sant, ty kurvskaran kan betraktas som losningarna pa differentialekvationen
zy +y = 0 och y = z #r 16sning pa differentialekvationen ;—j’: +y = 0 som ger
ortogonalkurvorna.

o
1
(c) Potensserien Z %(:): — 1)* konvergerar for alla z € [0, 2]
k=1

Svar: Falskt, ty serien konvergerar inte for z = 2 (den konvergerar dock for alla andra
x 1 intervallet).

7. Antag att P,(z) d& Maclaurinpolynomet av grad n fo6r funktionen f(x) och
att f(z) = Qn(z) + O(z™1) for nagot polynom Q,(x) av grad hogst n.
Visa da att Q,(z) = P,(z) for alla z. (med O(2™*!) menas stora ordo av z"*1!)

(2p)

(2p)

(2p)

(6p)



Anonym kod sidnr. | Podng
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1 , 111214 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Ange en Riemannsumma for f(z) = ﬁ pa intervallet [2, 4] (2p)
Losning: En Riemannsumma for funktionen f(z) pa intervallet [2, 4] har formen
n
> fle) (@i —zi)
i=1
dir2=zp <z <w2<..<zxp=40ch¢ €lri_1,z], fori=1,..,n.
Med n =2 och xg = 2,x1 = 3,29 = 4, samt ¢; = 3, co = 4, sa far vi speciellt;
2 3 4 47
> Fle) (@i —mia) = f(3)(B—2) + f(4)(4 - 3) = ot gl (=55~ 052)
po 0 18 90
4
Svar: t.ex. 3 14+ —=-1
10 18
1
(b) Bestdm f/(2) da f(x) —/ In (1+t%)dt (3p)
€T
L&sning: Analysens huvudsats ger att;
/ d ! 2 d ! 2 2
= — In(14+¢t)dt)|=—(— ] In(1+¢*)dt) =—In(1
=g ([ masa) =5 (- [masda) = -naa)
Svar: f'(2) = —1Inb
(c) Bestim [z cosxdx (3p)
Losning: Partiell integration ger att;
/xcosxdx =zsinx — /sinxdm =zxsinx +cosz 4+ C
Svar: /:Ucos:ndx =axsinz +cosz + C
2,/ _ 2
(d) Los begynnelsevirdesproblemet { o Z (;) 1_—By (3p)
Losning: Differentialekvationen ér separabel och vi far;
dx dx dx dx -1
2.1 2 _ _ _
oy =14y° & W—ﬁ & /Hdey/xzdx & arctanyf?—i-C
. -1
Begynnelsevillkoret ger sedan att; arctsz =T +C= C=1
. =
Svar: y =tan (1 — —)
x
(e) Bestdm Taylorpolynomet av grad 4 kring x = 1 for funktionen f(z) = cos (7x) (3p)

Losning: Vi har

f'(z) = —7sin (mz), f(z) = —7% cos (wz), fO)(z) = 7®sin (7z), fP) (x) = 7 cos (mz)
och speciellt &r f(1) = —1, f/(1) = 0, f"(1) = =2, f&(1) = 0,fW(1) = —7* sa;
Py(z) = —1+0(@ - 1)+ Tz — 1)+ S(z — 13 + =2 (x — 1)*

Alternativt kan vi utnyttja den kiéinda Maclaurinutvecklingen av cos x enligt féljande;
cos (mx) = cos (m(z — 1) + ) = —cos (m(z — 1)) = —14—(”(36;1))2 — (Tr(xzzl)yl +O0((z—1)%)

4

Svar: Taylorpolynomet dr Py(x) = —1 + %Z(ac —1)? = T (z - 1)



