Losningsforslag till tentamen
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

121219 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: Dawan Mustafa, telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej réknedosa

For godkant pa tentamen kravs minst 23 poéng da bonuspoéng ej dr inrdknad, samt minst 25 poéng med bonus-
poédngen inrdknad, pa tentamens Godkéntdel. For godkéant pa kursen krdvs ocksa att du dr godkédnd pa de tva
datorévningarna med tillhérande obligatoriska uppgifter. Fér betyg 4 eller 5 krévs dessutom 33 resp. 42 poéng

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkintdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoing.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade papper.

Tentan réttas och bedoms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfdllet. Forsta granskningstillfalle meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga 16sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och férklara sa vil du kan.

2. (a) Bestéam liangden av funktionskurvan y = z3/2 ,0<z<1.

Lo6sning: Liangden kan berdknas enl.

Svar: Funktionskurvan har lingden 3-(13%2 — 8) (lingdenheter)

(b) Bestdam volymen av den kropp som bildas da omradet
D: 0<y< x3/2 , 0<x <1 | roterar kring xz-axeln.

L&sning: Volymen kan berdknas enl.

1 1 L
/ m(2%?)? do = 7['/ e dr =7 [mA] =—
0 0 4 |, 4

jus

T (volymsenheter)

Svar: Rotationskroppen har volymen

3. Rorelsen hos en kropp (med massa m) som dr kopplad till en fix punkt via en fjader (med
fjaderkonstant k) och paverkad av en ddmpare (med dampkonstant c), samt ytterligare en
kraft F'(t) (se figur), kan beskrivas med differentialekvationen; Y i

m — F(t)

ma” + cx’ + kx = F(t)

dér x(t) ar kroppens avvikelse fran jamviktsldget vid tiden t.

Bestim z(t) dam =1,k =1,c =2 F(t) = 5t och z(0) = 1, 2/(0) = 0.

(3p)



Losning: Differentialekvationen &r linjér av andra ordningen med konstanta koefficienter

4
och dess karakteristiska ekvationen 72 + gr + 1 = 0 har rotterna
2, /(2 S | 2 3,
Tig=—= -] - =——F —i
2775 5 4 5710

sa tillhorande homogena differentialekvation har lésningarna xj = et (01 oS l%t + Oy sin l%t).

Som partikuldrlosning ansétter vi z, = At + B som insatt i differentialekvationens vén-

sterled ger;

1 4.1
At+B) = JAt+ A+ B

4 1 4 1
xy 4 ca, + —xp = A+ 5 1

577 4 54+l
For att detta skall ge en 16sning maste vi ha;

1A=2 A=5
<~

sa en partikuldrlésning ar x, = 5t — 16. Den allménna l6sningen till differentialekvationen
ges darfor av;

3 3
T=xp+xH = efgt <C’1 cos mt+Cgsinmt) + 5t — 16

Begynnelsevillkoren ger att;

Ci1—-16=1 N Cy =17
—%Cl+%02+5:0 =

sa kroppens rorelse beskrivs av;
Svar: z(t) = e 3! (17cos st + 6sin t) + 5t — 16

(a) Bestdm Taylorpolynomet ps(x) av grad 2, kring « = 1, f6r funktionen f(x) = arctan x.
Lo6sning: Vi har;
@ =13 - '@ = o
och speciellt dr f(1) = arctanl =2, f(1) =1, f"(1) = -3 s&;
Svar: po(z) = T + $(z — 1) — 2(z — 1)?
(b) Visa att f(x) > pa(z) da > 1 genom att studera tecknet pa resttermen Eo(z) =
f(z) — p2(x) 1 deluppgift (a).

Losning: Vi har;

-2 82 622 — 2
" o _
@) =0 Y s ~ Qs a2
) () :
S 65 — 2
BEs(z) = —1)P = 2 (- 1)
2@) = e =D =g = b
dar s ligger mellan 1 och .
Om z > 1 sa ar dven s > 1 och vi far att;
652 — 2
Eyr)= = (z—1)>>0
2(2) = g ap B 2
>0

varpa det foljer att f(x) > pao(x)

(3p)

(3p)



Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

poéng pa denna del riknas in for att na godkintgrinsen.

5. En tank innehéller fran borjan 1000 liter rent vatten. Vid en viss tidpunkt borjar man
pumpa in saltvatten i tanken med hastigheten 10 liter per minut. Samtidigt t6ms tanken pa
sin saltlésning i samma takt, sa den totala méngden saltlosning i tanken &r hela tiden 1000
liter. Antag att koncentrationen salt i inflédet dr 35 gram per liter och att saltlosningen
i tanken blandas sa effektivt att koncentrationen salt, vid varje tidpunkt, &r densamma
overallt i tanken. Din uppgift ar att bestdmma en funktion som beskriver hur méangden
salt i tanken varierar med tiden. Efter lang tid kommer saltkoncentrationen i tanken att
vara ungefir densamma som i inflodet. Kontrollera att detta stimmer med din funktion.

Losning: Om y(¢) dr méngden salt i tanken (métt i gram) vid tiden ¢ sa far vi att;

utflode

inflode ~
y(t)="35 - 10 — ——— 10
~— =~ 1000 ~~

konc. hast. ™ hast.
konc.

1
dvs. differentialekvationen ' 4 ﬁy = 350. Multiplicerar vi bada led i denna ekvation med

den integrerande faktorn el 100t = /100 g5 fay vi;

% (et/100y> — 350et/100 o et/looy — 35000¢/100 +C o y=35000+ Cre—t/100

Eftersom y(0) = 0 sa foljer att C = —35000, vilket ger oss att;
y(t) = 35000(1 — e~*/100)

Vi noterar speciellt att;

y(t) /100
—1000—35(1 e ) =35, t—o0

sa koncentrationen salt i tanken efter lang tid kommer vara ca.35 gram per liter, vilket
oversenstammer med koncentrationen i inflédet.

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera dina svar.
(rétt svar utan motivering ger inga po#ng)

(a) /0 sin (22) dz < %

Svar och motivering: Sant ty;

1 1 311
1 1
[ [ [5]. -3

Héar har vi anvint att sint < ¢, for 0 < ¢t < 1, vilket adr kint fran tidigare kurs eller
kan inses med Tayloruyveckling; sint =t — %ﬂ

Alternativt kan vi anviinda att 22 < 2 da 0 < 2 < 1 och gora uppskattningen;

1 1
1
/sin(a:Q)d:B</ sinxda::[—cosx](l)zl—cosl<1—COSE:1—7 =
0 0 3 2 2

(6p)

(2p)



7.

(b) Losningarna till differentialekvationen (z2 4 y2)y’ + 2xy = 0
beskrivs implicit av ekvationen y3 4 322y = C

Svar och motivering: Sant ty;

d
V4327 =C < . (y° + 32%y) =0 & 3y’y'+32%y +62y =0 & (2°+y?)y'+22y =0

d
Differentialekvationen rakar ocksa ga att losa genom att gora substitutionen z =
y/x, men det blir en betydligt lingre viig att ga och ldmnas f6r den intresserade att
verifiera.

o~ (D

(c) Serien Z 7 ar betingat konvergent.
k=1

(="

VEk

Z aj inte absolutkonvergent ty vi vet fran kursen att
k=1 00
. L di ta di 1
serier av typen kz p or divergenta da p < 1.
=1
agt1ar < 0, for k > 1 (alternerande)

Svar och motivering: Sant, ty med a; = sa, ar;

o

lagt1| < |ak| , for k> 1 (Jag| &r avtagande)

lim a; =0
k—o0
(a) Beskriv kort hur Riemannintegralen definieras

(forklara ev. beteckningar du anvédnder/anger).

(b) Forklara vad som menas med en Riemannsumma
(ange den allménna formen for en sadan summa).

Lycka till!
Thomas W

(2p)

(2p)

(4p)

(2p)



Anonym kod sid nr.

TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1 , 121219 1

Poéang

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Ge exempel pa en konvergent geometrisk serie och berékna dess vérde.
o0

a o
Lo6sning: En geometrisk serie g ar® dr konvergent med virdet T, da |r| < 1.
—-r

_ k=0
T.ex. har vi;

> /1\* 1
Svar: - = =2
var Z(2> !

k=0

3
1
Beridkna / i dx
2 X

Losning:
3 3 3
1 1 2 1
/ :z;+ dx:/ z+ da::/ ( _> dr —
9 X2 —1x 9 x(z—1) g \x—1 =«

=12n(zx—1) —lnx]g = 3ln2—ln3:1n§

3
1 8
Svar:/ x2+ dr =1n—
9 T4 —1T 3

oo
Berdkna / te”tdt
0
Losning: Med partiell integration far vi att;

/te_t dt = —te t + /e_t dt = —tet—et+C

e / tetdt = [-(t+1)e "] =1
0

(oo}
Svar:/ te tdt =1
0

Los differentialekvationen 2%y’ = y + 1 med 16sningsmetoden for separabla differentialekvationer
(redovisa alla steg och ange 16sningen pa explicit form).
Losning:
dy dx dy /dm —
2,17
= 1le —=—= < — = = &1 1l=—+D
7y =y + 1 a2 S 2 nly+1f=—+
ly+1| = e V/TtD o i1 =gl e/ & y=Ce V-1
~—
C
Svar: y = Ce /% — 1

Los differentialekvationen z?y’ = y 4+ 1 med 16sningsmetod for linjéira differentialekvationer
av forsta ordningen (redovisa alla steg och ange losningen pa explicit form).

Losning: Differentialekvationen kan skrivas om pa formen;

.1 1
"R

Multiplicerar vi bada led med den integrerande faktorn e —V/atde _ 1/ g5, vi;
d

1
p. (el/:t:y) _ ﬁel/x N el/:cy — /"L & y= Ce—1/7 _ 1

Svar: y = Ce /% — 1

(2p)

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)



