Losningsforslag till tentamen
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

130405 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Jacob Leander, telefon: 0703 088 304

Hjilpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej rdknedosa

For godkant pa tentamen krivs minst 23 poédng da bonuspoéng ej dr inrdknad, samt minst 25 poidng med bonus-
poéngen inrdknad, pa tentamens Godkintdel. Fér godkiant pa kursen krivs ocksa att du ér godkind pa de tva

datordovningarna med tillhérande obligatoriska uppgifter. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poing

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkéntdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoing.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldimnade papper.

Tentan rittas och bedéms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkiantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket l6sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga 16sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och forklara sa vél du kan.

x=1/t—1

y=t+1 , 0<t<oo.

2. Betrakta den plana kurva C som ges av parametriseringen {

(a) Skissa kurvan C och ange eventuella asymptoter (enbart plottning ger inga po#ng
men kan utféras som kontroll).

Lo6sning/Skiss: Sambanden ger att y = ﬁ +1, -1 <z < o0, varpa man enkelt
avléser kurvans utseende. For att tydliggora vad som hinder da o — —17 resp ¢ — oo
(och som stodlinjer) ritar vi &ven in kurvans asymptoter y = 1 och x = —1;
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(b) Skriv upp en integral som ger lingden av den del av kurvan C som motsvarar
parametervirdena 0.5 < ¢ < 1 (obs! integralen behover inte beréknas).

Lésning: Vi har /() = —1/t? och y/(t) = 1 sa baglingdselementet #r

1
ds = /(2/(t))2 + (y' ()2 dt = \ Lt
och darmed &r;

1
/1
Svar: Lingden av kurvbiten = / o + 1dt
0.5

(3p)



3. Antag att en jastkultur vixer med en hastighet som &r proportionell mot méingden jist
och att méngden jast fordubblas pa 3 timmar. Infér lampliga beteckningar och stéll upp
en differentialekvation som beskriver jastkulturens féréndring. Los sedan differentialekva-
tionen steg for steg med lamplig metod och anvénd uttrycket pa losningen for att avgora
hur manga ganger storre jastkulturen blir pa 1 dygn? (6p)

Losning: Om y(t) betecknar méngden jist ¢ timmar efter en given startpunkt sa ger
informationen i uppgiften att y/(t) = ky(t) for nagon proportionaliteskonstant k. Denna
differentialekvation &r bade separabel och linjér av férsta ordningen och har den allmédnna
16sningen y(t) = Ce¥* (dvs. exponentiell tillvixt) ty;

y'(t) =ky(t) & y'(t) = ky(t) =0 & e (4 (t) —ky(t)) =0 &
d
dt

Vidare ger informationen i uppgiften att;

(e_kty(t)> =0 e Myt)=C e yt) = Ce

_yt+3) _Cek(t+3) _ 3k _1
2= "0 = ek =e :>l<:—31n2

Detta ger sedan att;

y(t +24)  Cekt+2d)

_ 24k _ 98 _
O =" =2 = 256

sa;
Svar: Jéstkulturen blir 256 ganger sa stor efter 1 dygn.
4. Lat a, =2+ ()"
(a) Avgor om talfoljden {ax},-, dr konvergent eller divergent (motivering krivs!). (1p)

Svar: Talfoljden &r konvergent med gransvirdet 2 ty (_71)’“ —0dak — oo.

100
(b) Berdkna summan Zak (4p)
k=1
Losning:
100 100 1Nk 100 100, |\k 1/ 1\F
as3 (2 (3) ) X (3) i (3) -
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0

100 1 _1)\ 100
Svar: Zak =200 + 3 <2> —1

k=1
o0
(c) Avgor om serien Z ay, ar konvergent eller divergent (motivering krévs!). (1p)
k=1

Svar: Serien #r divergent ty seriens termer gar inte mot 0 (ap — 2)

VAND!



Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

poéng pa denna del riknas in for att na godkintgrinsen.

4
5. Berédkna integralen / — dx genom ett gransvirde av Riemannsummor;
1 T

lim Z f(Ck)A.CEk
k=1

n—oo
(Tips: vilj t.ex. indelningspunkterna zj, = 4%/™)

Lésning: Med f(x) = % och zj = ¢ = 4¥/™ har vi;

n

;J" (ck) Ay, = gﬂ/n (4’“” — 4<’f*1>/"> = (1 _ 471/n) _

k=1
4=1/n _q
:n<1—4_1/”> =————>1Ind, dan—
—1/n
ty I’Hospitals regel ger att
T _ T

m 2L g 2y

T—00 x T—00

41
Svar:/ —dxr =In4
1 X

(Anm. integralen kan dven l4tt berdknas med Analysens huvudsats vilket bekréftar svaret)

6. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera dina svar.
(rétt svar utan motivering ger inga po#ng)

(a) Om f &r kontinuerlig pa intervallet [a,b] och f(x) > 0 sa &r
b b
/ V(x)de = / f(z)dx

2 [ 2
Svar: Pastaendet ar falskt, ty t.ex. &r / Vide =242 = / ldx
0 0

(b) Alla I6sningar till differentialekvationen ¢’ = —1 — y* &r avtagande funktioner.

Svar: Pastaendet dr sant, ty en 16sning till differentialekvationen har uppenbarligen
negativ derivata i alla punkter (y' = —1 — y* < 0).

[e.e] o0
(¢) Om Z aj. konvergerar sa konvergerar dven Z(—l)kak.

k=1 k=1
_1)k o
Svar: Pastaendet ar falskt, ty om t.ex. ap = 5 sa, Ar Zak konvergent (den &r
k=1

oo
betingat konvergent) men Z(—l)kak blir i sa fall den harmoniska serien som &r

k=1
divergent.

7. Visa att den allménna l6sningen till en linjdr och homogen differentialekvation med kon-
stanta koefficienter av andra ordningen har formen y(z) = Cie™* + Cae"* da differen-
tialekvationens karakteristiska ekvation har tva olika reella rétter.

Bevis: se foreldsningsanteckningar eller 6vningsuppgift 3.7.18 i Adams (sid 209).

(6p)

(2p)

(2p)



Anonym kod sidnr. | Podng
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1 , 130405 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Bestim Taylorpolynomet po(x) av grad 2, kring x = 1, for funktionen f(z) = 22 + 1. (2p)
L&sning:Vi har
fla)=2>+1 , f(1)=2
f(x) =2z , () =2
f//(l') — 2 , f”(l) — 2
. _ : S 2 _ 2 2
sapo(x) = f(1)+ f(1)(z—1) + 51 (x—1) —2+2(x—1)+§(x—1)
Svar: po(z) =2+ 2(x — 1) + (z — 1)2
(Anm. Notera att po(x) = f(x))
o 1
(b) Beriikna /1 @D dx (3p)
Lo6sning:
o 1 <1 x 1 >
————~ dr = 2" Jdr=|lnz—=-In(z*+1 —
/1 w22+ 1) " /1 (x a:2+1> v [nx @ 1|
1 1
= lim IDL —Inl+4+-In2=—-1n2
T—00 2 +1 \_/0'/ 2 2
=In1=0
& 1 1
Svar: —————dr = —1n2
var /1 x(z?2+1) vTg
(¢) Bestdm /t(l +)10dt (3p)
Lésning: Istillet for att binomialutveckla (1 + ¢)1° och integrera termvis si kan vi
beridknas integralen med bade partiell integration och med variabelsubstitution. Till
exempel ger variabelsubstitutionen z = 1 + ¢ att;
/t(l +)0dt = /(x —1)z0dx = / (SUH —2'%) dz =
Lo 1 4y 1 12 1 11
= g2 = = (1402 - =1+t
TR g% +C 12( +1) 11( +t) " +C
10 1 2 1 11
Svar: [t(14+t)" dt=—1+t)"——(1+t)" +C
12 11
! — oY o}
(d) Bestdm losningen pa begynnelsevirdesproblemet { z(w) e_ zlnx
(ange 16sningen pa explicit form). (3p)
Losning: Differentialekvationen dr separabel och vi har;
Yy =eVsinw & e Vdy =sinxdr & —e ¥ = —cosz + C
villkoret y(7) = 0 ger sedan att C'= —2 sa e”¥ = 2+ cosz , varpa vi far att;
Svar: y = —In (2 + cosz)
(e) Bestdm en partikuldrlosning till differentialekvationen y” —y = e”. (3p)

Losning: Eftersom 1 &r en rot till differentialekvationens karakteristiska ekvation
sa ansétter vi yp(z) = Cze®. Da dr y,(z) = C(1 4+ x)e” och y)(x) = C(2+4 z)e”
vilket insatt i differentialekvationen ger y;' —yp=2Ce"sa C = % ger oss en losning.

Svar: y,(z) = 1ze”



