Losningsforslag till tentamen
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

130830 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Jacob Leander, telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej réknedosa

For godkant pa tentamen kravs minst 23 poéng da bonuspoéng ej dr inrdknad, samt minst 25 poéng med bonus-
poéngen inrdknad, pa tentamens Godkéntdel. For godkint pa kursen kridvs ocksa att du &dr godkénd pa de tva

datorévningarna med tillhérande obligatoriska uppgifter. Fér betyg 4 eller 5 krévs dessutom 33 resp. 42 poéng

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkintdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoing.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlamnade papper.

Tentan réttas och bedoms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfdllet. Forsta granskningstillfalle meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkéantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga 16sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och férklara sa vil du kan.

) : N I R €100)
2. Bestdm den funktion y(x) som #r sadana att y(z) = B + 112 dt, for alla z.
0

(y(x))?

1+ 22

Losning: Deriverar vi bada led far vi den separabla differentialekvationen y/(x) =

och om y # 0 sa far vi

d d -1
yig:H—i‘TxQ & — =arctanx +C

Fran integralekvationen avldser vi att en 16sning maste uppfylla y(0) = %, varpa vi far att
C = —2 och déirmed;

1
Svar: =
var: y(z) 2 —arctanz
3. Antag att antalet minkar y(t) efter ¢ ar, i ett visst omrade, beskrivs av en logistisk ekvation
pa formen y/(t) = Ay(t)(1000 — y(¢)), for nagon konstant A. Antag vidare att det ar 2012
fanns 100 minkar i omradet och att populationen sedan vixte till 250 stycken minkar ar
2013. Hur manga minkar kan man i sa fall férvénta sig att det finns i omradet ar 2014 7
Lo6sning:
dy

— = Adt &
y(1000 — y)

y' = Ay(1000 — y) <

1 /1 1 1
(=)= Adt & m|l—2 | —At+C
1000 \y 1000 — ¢ 1000 | 1000 — ¢

(6p)



Vi kan anta att ¢ = 0 ar 2012 (ty annan startpunkt motsvarar bara andra virden pa
konstanterna A och C' i 16sningen) och y(0) = 100 ger att C' = Wloo In %. Vidare f6ljer av

villkoret y(1) = 250 att A = ﬁ In 3 s& 1osningem ges implicit av

gy — 3t
1000 — y
Med t = 2 far vi speciellt att waTy =1 & 2y =1000.

Svar: 500 minkar

4. (a) Bestim Maclaurinserien for funktionen cos (22) och ange for vilka = den konvergerar. (2p)
o ka:
Losning: Eftersom cosz = kz[:)(—l)k or) for alla z, sa ar;
00 ey
Svar: cos (z2) = Z(—l)k@k)! , for alla x.
k=0
1— < (2
(b) Berikna gransvérdet ill)% (1_(32:)8(;3 (4p)
Losning:
l1—cos(a?) 1-(1—-32*4+0(%)  32*+0@®)  3+0(@Y N 1/2 5
_ 2 2 = 2 = 2 " 1/4
(1 —cosx) (1-(1- %22+ 0(z%))) (322 + O(z?)) (2 + O(22)) 1/4
da z — 0.
1— 2
Svar: lim cos (2 =2

2—0 (1 — cosz)?

Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poing fran godkint och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

poéng pa denna del riknas in for att na godkintgrinsen.

5. Beridkna foljande integraler

(a) /16 sin (In z) dx (3p)

Losning: Partiell integration ger att;

I= /16 sin (Inz) dx = [z sin (Inz)]] — / cos (Inz) dx =

1
e
=esinl — ([:1: cos (Inz)]] —i—/ sin (In x) da:) =esinl—ecosl+1—-1
1
och 16ser vi ut I ur denna identitet sa far vi;

e
1
Svar: / sin (Inx) dz = 3 (esinl —ecosl+1)
1



|
(b) /0 7%1_%%2 dx

Lo6sning:

1 1 _ /4
1 = |cost t
/ dw-[x-tanti Vita? 1’ ’]—/ o8 dt =
0 = o577 0

cos?t

_ mLStdtf u = sint AL y
Jo 1-—sin?t | du=costdt | J, 2=

1/v2 1/V2
B (SN P 1 (vt

0 2 V2-1
6. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera dina svar.
(rétt svar utan motivering ger inga po#ng)

1+wu
1—wu

(a) Om f(z) &r kontinuerlig och f(t)dt =0, for alla z, sa &r f(z) en udda funktion.

Svar: Pastaendet ar sant, ty

f(t)dt=0, forallaz =

—Z

% </0xf(t)dt— O_xf(t)dt> =0, forallaz &
f@)+ f(—2)=0, forallaz & f(-z)=—f(z), foralaz

(b) En differentialekvation av férsta ordningen som dr bade linjar och separabel dr ocksa

homogen.
Svar: Pastaendet dr falskt, ty en differentialekvation pa formen y' = ¢(x) (av
s.k.”enkel typ”) &r bade linjir, separabel och av forsta ordningen, men den &r inte
homogen.

o0
1
(c) Serien ; STk ar konvergent.

Svar: Pastaendet ar falskt, ty

> 1 t=Inzx >~ 1
/2 xlnxdx_[dt:;dx]_/lnztdt_oo

oo
sa det foljer av integralkriteriet (Sats 8, sid 510) att dven serien Z
k=2

ar divergent.

klnk

7. Rorelsen hos en ddmpad harmonisk ocillator kan beskrivas med en andra ordningens differ-
entialekvation. Ange formen for en sadan differentialekvation och forklara/motivera varfor
det dr en rimlig modell f6r sadan rorelse (ange bl.a. vilka fysikaliska lagar modellen baseras
pa). Forklara ocksa hur 16sningarna ser ut da rorelsen dr kritiskt ddmpad, underdampad
respektive 6verddmpad.

Svar: Se foreldsningsanteckningar och/eller se avsnitt 3.7 och 17.6 i kursboken.

(3p)

(2p)

(2p)

(6p)
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Poéang

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

x = 2cos (mt)

<t<1
y = 2sin (7t) , 0st=

(a) Skissa den plana kurva som ges av parametriseringen {

Skiss:

(b) Berikna arean av det omrade i xy-planet som begrénsas av parablerna
y=(1-x)2ochy=1-22

Losning: Kurvorna skér varandra i « = 0 och = 1 och mellan dessa punkter
omsluter kurvorna ett omrade med y = 1 — 22 som 6vre begrinsningskurva och
y = (1—2)? som nedre begrinsningskurva (skissa kurvorna i samma figur). Omradets
area kan dérfor berdknas med f6ljande integral;

/01(1_$2_(1_x)2)d$:/01(2x—2x2)dx: [xQ_x

.1
Svar: 3

(c) Skriv den geometriska serien x? 4+ z* 4+ 25 + ... med summabeteckning.
Bestam ocksa de tal x for vilket serien blir konvergent med summan 3.

Lo6sning:

0 2
. 3
x2+x4+x6+...:k§_lx2’“:1fm2:3 & 42=3 & x:i\g

o0

Svar: Serien kan skrivas Z 22F och dess summa blir 3 om z = j:@
k=1

y/ 4 :c2y = 2

(d) Bestéim losningen pa begynnelsevirdesproblemet { y(0) =1

Losning: Diff.ekv. dr linjir av 1:a ordn. med integrerande faktor e e?dr _ o2/3 g8

y + 2y =2 di <ex3/3y) — 22653 o em3/3y:6m3/3+0 o y= 1+ Ce /3
x

Bivillkoret y(0) = 1 ger oss 16sningen y(z) = 1.
Svar: y(z) =1

(e) Ange en differentialekvation vars allminna l6sning har formen y = 224+ C1e® +Che™2®
Losning: Cie® + Coe™2* dr homogenlésningarna till den differentialekvation som
har karakteristiska ekvationen (r — 1)(r 4+ 2) = r?2 +r — 2 dvs differentialekvationen
y" 41y —2y = 0. Inséittning av y = 22 i VL i denna differentialekvation ger 24 2z — 22
sa vi konstaterar att;

Svar: y = 22 4 C1e” + Cye™?® ir allménna losningen pa differentialekvationen y” +
Y —2y =2+ 2z — 22°

(2p)

(3p)

(3p)

(3p)



