Losningsforslag till tentamen
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

131218 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Anders Martinsson, telefon: 0703 088 304

Hjilpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa

For godként pa tentamen kravs minst 23 poéng da bonuspoéng ej dr inrdknad, samt minst 25 podng med bonuspo-
dngen inrdknad, pa tentamens Godkéntdel. For godkiant pa kursen kriavs ocksa att du dr godkidnd pa de tva

datordvningarna med tillh6rande obligatoriska uppgifter. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poéng

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkéntdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoéng.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlaimnade papper.

Tentan réttas och bedéms anonymt. Losningar 14ggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca.tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkiantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga 16sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och forklara sa vil du kan.
Y
y = cosw
2. Lat D vara det omrade i forsta kvadranten som begriansas D
av koordinataxlarna och kurvan y = cosx (se figur).

| T

(a) Berdkna volymen av den kropp som bildas da omradet D roterar kring x-axeln.
Losning: Skivmetoden ger att;

/2 2

w/2 w/2 1 9 1
Volymen:/ 7TCOS2.%'d{L'=7T/ +COsxdalszﬂ[w—i-sin2gv] -
0 0 2 2 2 0 4

Svar: 72 /4
(b) Beriikna volymen av den kropp som bildas da omradet D roterar kring y-axeln.

Lo6sning: Metoden med cylinderskal ger att;

w/2 /2
Volymen = / 2rx cosxdr =27 ([:L’ sin Dflc]g/2 — / sinxdm) =
0 0

Svar: 72 — 27

3. En enkel modell fér avsvalning &r att anta att temperaturen i en kropp fordndras med
en hastighet som &r proportionell mot temperaturskillnaden mellan kroppen sjilv och
omgivningen. dvs.

T'(t) = k(T(t) = Tomg)

Dér T'(t) ar temperaturen (métt i °C) efter ¢ sekunder, Ty, &r omgivande temperatur
och k &r nagon proportionalitetskonstant.



(a)

Los differentialekvationen med l6sningsmetod for linjéra differentialekvationer av fors-
ta ordningen (redovisa alla steg och ange 16sningen pa explicit form).

Losning: Differentialekvationen kan skrivas T/ — kT = —kTpy,g, och kan losas genom
att multiplicera bada led med den integrerande faktorn ef ~Rdt — o=kt Vi far da att;

T — kT = —kTpmy < % (7HT) = ~kTomge™ &

Svar: T(t) = Tomg + Cet

Los differentialekvationen med l6sningsmetoden for separabla differentialekvationer
(redovisa alla steg och ange 16sningen pa explicit form).

Losning: Om T # T, far vi att;

dT dT
T = k(T = Tomg) < —— =kdt < /:/kdt =
g T_Tomg T_Tomg

|7~ Tomg| =kt + D & |T —Topy| =P =

T —Tomg =FeP e o T =T, + Ce
=C
Notera hir att C' = +e” # 0, men vi ser (genom insittning i differentialekvationen)

att dven T' = T, &r en losning sa vi konstaterar att alla 16sningar kan skrivas pa
formen T = T,y + Cekt, for ndgon konstant C.

Svar: T(t) = Tomg + Ce

Bestdm Taylorpolynomet Ps(z) av grad 2, kring x = 9, for funktionen f(x) = \/z.
Losning: Vi har;

f@) =22 | fa) = -

—1
-,.—1/2 " — —3/2
o ey = e

och speciellt &r f(9) =3, f/(9) =3, f"(9) = o5 s&;
1
Svar: Py(z) =3+ g(ac —9)— —(x—9)?

Anvind Taylorpolynomet i (a) for att berédkna /10 approximativt. Uppskatta dven
felet i din approximation genom att studera resttermen Fs(z).
1 I 648+36—1 683

Ssning: Vi har f(10) ~ Py(10) =3 4 = — —— — 2T 27 = 2%
Losning: Vi har f(10) »(10) 3+6 516 516 516

1 1
Eftersom f"'(z) = %:1:_5/2 sa dr Fo(z) = 3 "(s)(x —9) = E875/2(x —9)3
dar s &r ett tal mellan x och 9. Vidare far vi att;

1 1 1
10) — Py(10)| = |E2(10)| = —s~2/2(10 — 9)% < = e
[£(10) = Po(10)| = [Eo(10)| = 2577%(10 = 9)” < g = 222

683 1
Svar: V10 = 216 med ett absolut fel som ar mindre 4n 3888

(3p)

(3p)

(3p)



Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poing fran godkdnt och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

poéng pa denna del riknas in for att na godkintgrinsen.

5. En regndroppe faller fran ett moln. Droppen antas hela tiden vara sfirisk. Pa vig ned

mot marken avdunstar droppen sa att dess volym minskar med en hastighet som i varje
ogonblick dr proportionell mot ytan av regndroppen. Vid en viss tidpunkt har regndroppen
volymen 1mm?, och en minut senare #r volymen %mm?’. Hur lang tid ytterligare tar det
for droppen att helt avdunsta bort, s& att inget av droppen aterstar, forutsatt att den inte

hinner traffa marken.

Tips: Du behover kédnna till ett samband mellan volymen av ett klot och arean av dess
sfiriska begrénsningsyta. Om du inte minns ett sddant samband sa kan du t.ex. beridkna
volymen och arean med metoder fran kursen, genom att betrakta klotet som en rotations-
kropp och sfiren som en rotationsyta.

Lésning: Volymen av ett klot med radie r #r V = 47r® /3 och arean av motsvarande sfir
ar A = 4mr2. For att 16sa uppgiften ricker det dock att veta att A = C - V2/3, for nagon
konstant C. Om vi later V(t) vara droppens volym efter ¢ minuter sa ger beskrivningen i
texten att V' = k- V2/3. Denna differentialekvation &r separabel med 15sningarna;

1
V(t) = (gkt + )3
t
Villkoren V(0) = 1 och V(1) = § ger att C =1 och k = —3/2, sa V(t) = (1 — 5)3 Det
foljer speciellt att volymen blir 0 da t = 2.

Svar: Efter ytterligare 1 minut dr droppen borta.

. Avgor om foljande pastaenden #r sanna eller falska, samt motivera dina svar.
(rétt svar utan motivering ger inga poéng)

(a) Om f(x) dr en kontinuerlig funktion fér > 0 sa &r

oo oo
Z f (k) konvergent om och endast om / f(z) dz &r konvergent.
k=1 1

Svar och motivering: Falskt, ty utan nagra villkor pa f(x) sa dr virdet pa en
integral oberoende av enstaka funktionsvérden sa generellt finns inget samband mellan
konvergensen av en integral och konvergensen av motsvarande summa. Betrakta t.ex.

fz) = 1 , da x &r ett heltal ros Fz) = 0 , da z ir ett heltal
1 0 , for 6vriga p- 1 1, for 6vriga x

(b) y = 22 &r en ortogonalkurva till kurvskaran 22 + 2y% = C
(dvs. parabeln skir alla sadana ellipser med rét vinkel).

Svar och motivering: Sant, ty kurvskaran 2 + 2y° = C kan beskrivas som 16sning-
arna till differentialekvationen x + 2yy’ = 0 och dess ortogonalkurvor kan beskrivas
som l6sningarna till differentialekvationen x — 2y/y’ = 0. Det ér ldtt att verifiera att
y = 22 dr en losning till denna senare differentialekvation och dérfor &r en ortogonal-

kurva till kurvskaran 2% + 2y = C.

(c) Om Py(z) =2 — x + 22 &r Taylorpolynomet av grad 2, kring = = 1, till en
funktion f(x) sa dr f(x) avtagande i en omgivning av punkten x = 1.

Svar och motivering: Fulskt, ty notera att Py(z) = 2+ (z — 1) + (z — 1)? s& av
Taylors formel foljer dirfor att f/(1) = 1. Eftersom f”(1) uppenbarligen existerar sa
ar speciellt f/(z) kontinuerlig i 2 = 1. Speciellt &r f'(z) > 0 i en omgivning av x = 1,
varpa det foljer att f(z) dr vixande i en omgivning av z = 1. Alternativt ricker
det att ge ett motexempel for att visa att pastaendet &r falskt och enklast dr da att
betrakta f(x) =2 — x + 2.

7. Formulera och bevisa medelvérdessatsen for integraler.

Losning Se foreldsningsanteckningar eller Sats 4 i avsnitt 5.4 (sid 308) i Adams.

(6p)

(2p)

(2p)

(2p)

(6p)



Anonym kod sid nr.

TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1 , 131218 1

Poéang

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

r=2t+1
y=t>+1
Lo6sning: Punkten (3,2) motsvarar ¢ = 1 i parametriseringen av kurvan. Tangentens
riktningskoefficient ér dérfor £ = 3/(1)/2/(1) = 2/2 = 1 och tangenten beskrivs av
ekvationen y — 2 = k(x — 3) dvs.

Bestdm tangentlinjen till den plana kurvan { i punkten (3,2).

Svar: y=z —1

1
Berékna dversumman U(f, P3) till integralen / f(x)dz , dir f(z) =1+ — 22

och P3 betecknar indelningen av intervallet [0,1] i tre lika stora delintervall.

Losning: Vi delar in intervallet [0,1] i de tre delintervallen [0, 1], [, 3], [2,1].
Kvadratkomplettering ger att f(z) = 2 — (z — 3)? sa vi ser att funktionens

storsta vérde pa de tre delintervallen ar f (%), f(3) resp. f (%) vilket ger oss;

(ﬂy@+faﬂ%+ﬂW$)=;<§+Z*ﬁg>:ig

Lo =

U(f, Ps3) =

Svar: U(f, P3) = 133/108

Bestam integralen / i+ :UQ)x(l — ) dx
Losning:

x t = a2 1 1 1 1 1

dr = == ———dt = - —+—— | dt =

/(1—1—952)(1—:162) [dtszdw] 2/(1+t)(1—t) 4/<1+t 1—t>

1 1, |1+t 1, |14 22

x 1. |1+2?

S : dr=-In|——=
var /(1—1—3}2)(1—$2) r= 7 +C

3+ 2k

Rz dr konvergent och bestdm i sa fall dess vérde.

oo
Avgor om serien E
k=0

Lo6sning: Vi har;
n k k n k
342 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 5
- = _ —_ — — — . — . - — = —
kZOBkH 3%(3) 9 (3) 371-179 1-2 27376

dan — oo
Svar: Serien #r konvergent med virdet 5/6

Visa att y(t) = te* dr en l6sning till differentialekvationen 3" — 3’ — 2y = 3e*" och
bestdm alla andra l6sningar.
L&sning: Vi har;

d? d
a2 (te®) — 7 (te®) — 2te® = (4 + 4t)e* — (14 2t)e* — 2te? = 3e*

Eftersom differentialekvationen &r linjar med konstanta koefficienter och dess karak-
teristiska ekvation 2 —r — 2 = 0 har rétterna r; = —1 och 79 = 2 sa har motsvarande
homogena ekvation l6sningarna y;, = Cre~" + Cae?. Den allménna losningen till den
inhomogena ekvationen blir saledes;

Svar: y = Cre t + Cye?t + te?

(2p)

(3p)

(3p)

(3p)



