Losningsforslag till tentamen
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

140425 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers
Telefonvakt: John Bondestam Malmberg, telefon: 0703 088 304

Hjialpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej réknedosa

For godkédnt pa tentamen kriavs minst 23 poing da bonuspoéng ej dr inrdknad, samt minst 25 poiang med bonuspo-
dngen inrdknad, pa tentamens Godkéntdel. For godkint pa kursen krivs ocksa att du dr godkind pa de tva
datordévningarna med tillhérande obligatoriska uppgifter. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poing

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkéntdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoing.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldimnade papper.

Tentan rittas och bedéms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfille meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.
Godkintdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket l6sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och lamna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga 16sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och férklara sa vil du kan.

2. Beriikna arean av den rotationsyta som bildas da kurvan y = 22 , 0 < z < 2, roterar
kring y-axeln.

Loésning: Arean av den yta som genereras da en kurva x = ¢g(y), ¢ < y < d, roterar kring y-

d
axeln kan berdknas med formeln 27 / lg(w)| 1+ (¢'(y))? dy. I detta fall beskrivs kurvan
C g

ds

av T = \/y ,0 <y < 4 sa rotationsarean ges av;

4 2 4 4
0 2y 0 6 o 6

Alternativt kan vi beréikna arean genom att integrera i x-led och far da istéllet;

2 2 2 17
./ 2y | t=1F42 T _ T (282 T2
27r/0x 1+ (2z) dx_[dt:8$dx ]—4/0\/730%—4[33: —6(17 1)
ds

1

Svar: E(173/2 —-1) (ae.)

3. Antag att ett féremal med massa m slépps vid tiden ¢t = 0 fran 10 meters hojd och déarefter
faller fritt mot marken endast paverkad av tyngdkraften och luftmotstandet. Om man antar
att kraften som luftmotstandet ger upphov till &r proportionell mot foremalets fart (vilket
ar rimligt vid laga hastigheter) sa ger Newtons andra kraftlag att;

mv'(t) = mg — kv(t)

dar v(t) ar foremalets fart efter ¢ sekunder, g dr tyngdaccelerationen och k &r en propor-
tionalitetskonstant. Hur lang stricka har féoremalet fallit efter ¢ sekunder.

(14p)

(6p)

(6p)



k
Losning: Differentialekvationen ér linjir av forsta ordningen och kan skrivas v’ + —v = g.
m
Multiplicerar vi bada led i denna ekvation med den integrerande faktorn ef mdt — gkt/m
sa far vi
ekt/mvl + ekt/mﬁv _ ekt/mg PN % (ekt/mv) — gekt/m PN
m

ekt/my, — %ekt/m +C & v= mg + Qe kt/m

Eftersom hastigheten &r 0 da foremalet slipps dr v(0) = 0, vilket ger att C' = -4 sa;
mg Mg _jpi/m
t)y=—=——~<
v(t) = - — e

Striackan s(t) som foremalet fallit efter ¢ sekunder fas sedan genom att integrera uttrycket
for v(t);
mg. ~ m2g

s(t) = ?t + ﬁe—kt/m +D
m2g
Eftersom s(0) = 0 far vi slutligen att D = 2 sa;
mg m29 —kt/m m29 mg —kt/m

Svar: Efter ¢ sekunder har féremalet fallit % (k:t —m 4+ me */ m) meter

s k
-7
4. (a) Visa att serien Z (322 ar konvergent och berdkna dess vérde.
k=1
Losning: Serien kan identifieras som en geometrisk serie Y, 78 med kvot r = —7/9.

Serien dr konvergent eftersom |r| < 1 och vi far vidare att;

o0
(b) Ge exempel pa en konvergent talfsljd {ay}p-; sadan att Z ay, &r divergent.
k=1
(Motivera ditt svar!)

Losning: Alla konvergenta talféljder s.a. arp — a # 0 duger som exempel hér t.ex.
oo

1 . . . .
ap, =1+ o men som vi sett i kursen sa kan en serie Z ap vara divergent dven for
1 k=1
vissa talfoljder s.a. ap — 0 t.ex. da ax = z
1

Svar: Betrakta t.ex. ap = 1 + T

(4p)

(2p)



Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

poéng pa denna del riknas in for att na godkintgrinsen.

5. En kedjekurva dr den form en bojlig kedja eller kabel far av tyngdkraften da den hénger
fritt mellan tva fixa punkter. Man kan visa att en sadan kurva y = y(z) uppfyller en
differentialekvation av féljande typ;

d*y dy\*
A ht
da? + (d:c)

for nagon positiv konstant k. Bestdm kedjekurvans form da y(0) =0, y(1) = 0 och k = 1.

Lésning: Med 2z = ¢/ och k = 1 far vi den separabla differentialekvationen

dz
z':\/1—|—22 & —— =dx
V1422

sa vi behover hitta en primitiv funktion till 1/4/1 4 22.
En kalkyl med nagra “standardsubstitutioner” och trigonometriska omskrivningar ger att;

/ 1 ds — z=tanu _/ 1 du—/ Ccos U du — v = sinu _
Vitz2  |dz=_bodu | ) cosu ) 1—sin?u | dv=cosudu |

et frtrr - (e ) -

1 1, |14+v| 1 [T+sinu| 1 [(1+sinu)?
== [(ml4v]-Injl—v)))=zn|——|=ZIn|————| =In|-——— | =
2/(n’+v‘ nfl =) 2I+1—v 2HL—SMU 2n’1—$ﬁu

1 1 + sinu)? 1 +si
_ Ly [Asine)T N Lsinul A )
2 cos?u cosu

Losningen pa ovanstaende separabla differentialekvation ges saledes implicit av;

In(Vi+z2242)=2+C & 14+2242=¢"1C & 1+22=e"—; &

1+ 22— (ez+C _ 2)2 o 1= 6Q(m—‘,-C) — 92,60 o 5 — % (6m+C 7 e—(m—i—C))

Integrerar vi nu bada led far vi att;

y:1(6x+c+e_(x+0)>+D (—;COSh(:L’—l—C)—l—D)

2

Randvillkoren y(0) = 0 och y(1) = 0 ger slutligen (efter lite kalkyl) att;

1 1 1 1

1 1
Svar: y = B (ex_% —I—e%_x> - = (e% + e_%> ( = icosh (x — 5) - §COSh§ >

6. Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska, samt motivera dina svar.
(rétt svar utan motivering ger inga poéng)
|
a) Integralen —— é&r konvergent.
(@) Tntegraten [ ——— g

1 L
< —,da0<x <1, och / —— #&r konvergent.
0

1
Vet+a? o Vi

Svar: Sant, ty 0 <

(6p)

(2p)



(b) Féljande tva parametriseringar beskriver samma kurva

=sin?2 =1t
{;”::;Qi L0<t<t {"” L V2<t<V2

Svar: Sant. Den forsta parametriseringen beskriver uppenbarligen hela enhetscirkeln.

Den andra parametriseringen beskriver ocksa punkter pa enhetscirkeln ty;
(1-tH2+ V2 -2 =1-22 4+t + 22—t} =1

Vidare dr y = tv/2 — 2 < 0 for —v/2 <t <0 och 2(—/2) = —1,2(0) = 1, sa

_ _ 42
{x_l B _Va<i<o

beskriver den 6vre delen av enhetscirkeln.

o0
1
(¢) Partialsummorna till serien Z —— bildar en avtagande talfoljd.
— 14k
Svar: Falskt. .
1
Eftersom alla termerna i serien &r positiva sa ar s, = Z T3 72 en viaxande talfoljd.

k=1

7. Analysens huvudsats knyter samman derivation och integration genom formeln;

([ o) =5

Bevisa detta under lampliga forutsittningar pa f(x),a och z.
Redogor tydligt for var forutsidttningarna kommer in i beviset.

Lésning: Se foreldsningsanteckningar eller beviset av Sats 5 i avsnitt 5.5 (sid 312) i Adams.

(2p)

(6p)



Anonym kod sid nr.

TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1 , 140425 1

Poéang

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Forklara vad som menas med en Riemannsumma for en funktion pa ett intervall.

Beskrivning: En Riemannsumma for en funktion f(x) pa ett intervall [a,b] &r en
summa av typen;

> flew) (@ — r)
k=1

dar P = {xg,x1,x2,...,x,} 4r en partition av intervallet [a,b] och ¢x € [zr_1, xk]
Bestdm en primitiv funktion till 1.2

—x
Loésning:

x t=1—22 -1 [1 -1 -1 )
/1—x2d$_[dt:—2xd:¢]_2/tdt_21n|t|+0—21n’1—95 |+C

Alternativt kan vi beréikna integralen genom partialbraksuppdelning;

x x -1 1 1
Y I S — _ de =
/1—x2 v /(l—l—x)(l—x) T <1+g; 1—a:) v

-1 -1
:7(1n]1+x\+ln|1—x|)+0:71n\1—a:2]+0

?|

-1
Svar: 7ln|1 —x

Los differentialekvationen e¥*%y = x

Loésning:
Ty = o ey =xe & ddy=xe Tdr & /ey dy = /xe_‘r dz
Partiell integration av HL ger att;
eV = /a:e_z dr = —xe " + /e_x de=—xe " —e*+C=C—(z+1)e”

vilket ger att;
Svar: y =In(C — (z + 1)e™®)

y' =y —2y=0

y(0)=1,y(1)=0

Losning: Differentialekvationen &r linjar med konstanta koefficienter och dess karak-
teristiska ekvation r? — r — 2 = 0 har r6tterna r; = —1 och ry = 2, sa den allméinna
16sningen till differentialekvationen ér y = Che™* + Che®®. Vi bestimmer sedan kon-
stanterna Cy och Cy sa att randvillkoren blir uppfyllda;

CL+Cy=1 R IR AR
Cre b+ 02 =0 el e2 Co | |0

c, ] 1 e -1 1] 1 e?
Cy | " e2—e 1| —et 1 0| e2—el]| —e!

Svar: y = (e27% — e?*71)/(e? —e71) (: (e37% —e?®)/(e3 — 1))

Bestédm l6sningen pa randvérdesproblemet {

Bestdam Taylorpolynomet ps(z) av grad 3, kring = = 1, for funktionen f(x) = zlnz.
Loésning: Eftersom f/(z) = Inx + 1, f(x) = 1/z, f"(x) = —1/2? s4 &r
f(1)=0,f(1)=1,f"(1) =1, f(1) = —1 varpa vi far att;

po(e) = FO+F -0+ D @12 DD g @y Loz Loy

Svar: p3(z) = (z — 1) + §(z — 1)* — $(z — 1)3

(2p)

(3p)

(3p)

(3p)

(3p)



