Losningsforslag till tentamen
TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1

140829 kl. 8.30-12.30

Examinator: Thomas Wernstal, Matematiska vetenskaper, Chalmers

Telefonvakt: Elin Solberg, telefon: 0703 088 304

Hjilpmedel: bifogat formelblad, ordlistan fran kurswebbsidan, ej rdknedosa

For godként pa tentamen kriavs minst 23 poing da bonuspoéng ej dr inrdknad, samt minst 25 poing med bonuspo-
dngen inrdknad, pa tentamens Godkéntdel. For godkint pa kursen kriavs ocksa att du dr godkind pa de tva

datordovningarna med tillhérande obligatoriska uppgifter. For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poing

sammanlagt pa tentamens bada delar (Godkéntdelen och Overbetygsdelen) och inklusive bonuspoing.
Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inldimnade papper.

Tentan rittas och bedéms anonymt. Losningar ldggs ut pa kursens webbsida forsta vardagen efter tentamensda-
gen. Resultat meddelas via Ladok ca. tre veckor efter tentamenstillfillet. Forsta granskningstillfdlle meddelas pa

kurswebbsidan, efter detta sker granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Godkiantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket l6sningar och svar skall skrivas.
Losgor bladet och ldmna in det som blad 1 tillsammans med 6vriga 16sningar.

Till féljande uppgifter skall fullstéindig 16sning redovisas pa separat skrivpap-
per. Motivera och foérklara sa vél du kan.

r=1/t—1

y=t+1 , 0<t<oo.

2. Betrakta den plana kurva C som ges av parametriseringen {

(a) Skissa kurvan C och ange eventuella asymptoter (enbart plottning ger inga po#ng
men kan utféras som kontroll).

Lo6sning/Skiss: Sambanden ger att y = ﬁ +1, -1 < z < o0, varpa man en-
kelt avldser kurvans utseende. For att tydliggora vad som hédnder da * — —17 resp
x — oo (och som stodlinjer) ritar vi &ven in kurvans asymptoter y = 1 och z = —1;
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(b) Skriv upp en integral som ger lingden av den del av kurvan C som motsvarar
parametervirdena 0.5 <t < 1 (obs! integralen behover inte berdknas).

Lésning: Vi har 2/(t) = —1/t? och ¢/ (t) = 1 s& baglingdselementet #r

1
ds = /(2/(t))2 + (y' ()2 dt = \ Lt
och darmed &r;

1
/1
Svar: Langden av kurvbiten = / o + 1dt
0.5

(3p)



y" — 2y — 8y = 20 cos 2z
y(0)=0, y'(0)=0

Losning: Differentialekvationens karakteristiska ekvationen r2—2r—8 = 0 har 16sningarna
r=1x+v1+8 < r=4eller r = —2, sa homogenlosningarna har formen

Yy = 016496 + C2672‘7j

3. Los begynnelsevérdesproblemet {

Som partikulérlosning ansétter vi y, = Acos2z 4 Bsin2z. Vi har; y; — 2y, — 8y, = ... =
(—12A —4B) cos 2z + (—12B + 4A) sin 2z sa for att det skall ge en 16sning sa maste vi ha;

—124 — 4B =20 A=-3
—12B+4A=0 B=-1

Differentialekvationens allménna I6sning ar saledes

3 1
Y=Y+ UYp= Che* + Che™ 2 — 5 cos 2z — 3 sin 2

Begynnelsevillkoren ger sedan att;

3 _

(=l [S16NI )

Svar: Begynnelseviardesproblemet har 16sningen y = %64:5 + %e_% — %cos 2x — %sin 2x

o
4. (a) Bestdm konvergensintervallet for potensserien Z 2"(x —3)".
n=1
Losning: Potensserien dr en geometrisk serie som konvergerar precis da;
2(z-3)<1 & jz-3|<} & —I<z2-3<} & 3-L<a<3+i

Svar: Konvergensintervallet for potensserien ér 2.5 < x < 3.5.

(b) Forklara vad som menas med en betingat konvergent serie
och ge exempel pa en sadan serie.

Svar: En serie som ar konvergent men inte absolutkonvergent

0 k
-1
sdgs vara betingat konvergent som t.ex. serien g ( k:)
k=1

(3p)

(3p)

VAND!



Overbetygsdelen

Endast om man ligger enstaka poéng fran godként och presterat riktigt bra pa nagon av féljande uppgifter kan

poéng pa denna del riknas in for att na godkintgrinsen.

5. Antag att en rektangulirt formad simbasséing, som &r 8 meter bred och 20 meter lang,
ar helt fylld med vatten. Antag vidare att simbasséngens plana botten sluttar sa att det
ar 1 meter djupt i ena kortdndan och 3 meter djupt i den andra. Bestdm da det totala
(hydrostatiska) trycket som vattnet utévar mot botten och de fyra vertikala sidoviggarna
i basséngen. (6p)

Loésning: Det totala trycket mot basséngens tva vertikala kortsidor (som bada dr rektang-
elformade) &r

1 3
T1:/ p-g-h-8dh+/ p-g-h-8dh=80p-g
0 0
dir p &r vattnets densitet (= 1000 kg/m?) och g dr tyngdaccellerationen (=~ 9.8 m/s?).
Det totala trycket mot bassiingens vertikala langsidor (som har en sluttande nedersida) ér;

! 3 260
0 1

Vidare dr det totala trycket mot basséingens sluttande (rektanguléra) botten;
20 y 4
%:/ py@+ﬁ)gmmwzmmmpg
0
Sa det totalt trycket mot bassdngens botten och alla sidor &r ddrmed;
T=T+T,+1T; :4<+8\/10 )

Lo6sning: Det totalt trycket mot basséngens botten och alla sidor &r

125
< + 8v101 > p-g (Newton)

6. Avgor om foljande pastaenden &r sanna eller falska, samt motivera dina svar.
(rétt svar utan motivering ger inga po#ng)

(a) Om f(z) dr kontinuerlig pa ett visst intervall sa ér f(z) ocksa integerbar pa intervallet. (2p)

Svar: Pastaendet dr sant enligt Sats 2 i avsnitt 5.3.

(b) Differentialekvationen 3y’ = xy + x — y — 1 ér separabel. (2p)

Svar: Pastaendet ér sant, ty differentialekvationen kan skrivas y' = f(x)g(y),
dir f(x) =x—1och g(y) =y + 1.
(c) Om {ag}72; ar en avtagande talfoljd och f(x) en avtagande funktion
sa ar {f(ag)}rey en vixande talfoljd. (2p)

Svar: Pastaendet &r sant, ty om f(x) &r en avtagande funktion och ax11 < ay sa &r;

flags1) > f(ak)

7. Formulera och bevisa satsen om substitution i bestdmda integraler. (6p)

Svar: Se Sats 6 1 avsnitt 5.6.

Lycka till!
Thomas W



Anonym kod sid nr.

TMV130, Matematisk analys i en variabel V1/AT1 , 140829 1

Poéang

1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast losningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a)

Bestdm f(1) och f/(1) da f(z) = /x V1+t2dt
1

1
Losning: Vi ser direkt att f(1) = / V1+t2dt =0.
1
Vidare ger Analysens huvudsats att f'(z) = /1 + 22 sa
Svar: f(1) =0 och /(1) = /2

Formulera medelvirdessatsen for integraler (obs! alla férutséttningar och slutsats skall
finnas med i formuleringen, endast formel ger inga poéng).

Formulering: Se Sats 4 i avsnitt 5.4.

X

T3 41 dx

o0
Berédkna den generaliserade integralen /
0

(Tips: gor substitutionen t = z2)
Loésning:

<z 1 [/ 1 1 T
P o de=> —_dt=[arctant]® = ©
/0 1422 2/0 T 0= g larctant]g” = 5

Svar: 7 /4

Bestidm alla losningar till differentialekvationen xy’ + vy = ze”

d
Losning: 2y’ +y = 2e” & e (zy) =ze® & ay=(x—1)e"+C
x

Svar: y = é ((x —1)e" 4+ C)

Bestim linjiriseringen av f(z) = 2° kring punkten z = 3.
Loésning: Vi har f/'(x) = 2z sa linjiriseringen av f(z) kring z = 3 &r;

L(z) = f(3)+ f'(3)(z — 3) = 9+ 6(z — 3) (=62 —9)

Svar: Linjériseringen av f(x) kring x = 3 dr L(z) =9+ 6(z — 3)

(2p)



Formelblad

Trigonometri.

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) sin(x) sin(y) = %(cos(a: —y) —cos(z +y))

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) sin(z) cos(y) = %(sin(az —y) +sin(z +y))

cos(z) cos(y) = %(cos(w —y) + cos(xz + y)) tan(z) + tan(y)

tan(z +y) = 1 — tan(z) tan(y)
Maclaurinutvecklingar
© 2 3
e* - kzzog;;' = ltotg gt
sinz = g(—l)k_1 (;;k_i)! = z-— %T + %T %7 +
cos T = g(—l)k é:' = 1 Z—T + Z—T %T +
14+2)* = g(g)xk = 1+am+wx2+... . Jzl<1 o, (Z)Za(a_k(llzn.1<)a_._,f+1)
In(l+2z) = g(_l)kﬂi = x—%2+%3—%4+... , —l<z<1
arctanz = i(—l)k_lggkjll = x—%?)—i-:)? —%7—&-... , Jz) <1



