Avgor om nedanstaende pastaenden ar sanna eller falska. De flesta skall du kunna svara
pa (och motivera) utan hjilp av papper och penna. Nagra av dem, som kanske kréiver lite
extra eftertanke, &r markerade med *. Svar och motiveringar finns lingre bak i dokumen-
tet men de anges inte i samma ordning som pastaendena. Detta p.g.a. att du inte sa latt
skall raka se svaret pa pastaenden du dnnu inte funderat 6ver. Numret inom parentes i
hogermarginalen vid respektive pastaende anger vilket nummer i listorna med svar och

Sant /falskt-fragor for ldsvecka 1

motiveringar, som hor ihop med respektive pastaende.
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b b
f(x)de = / f(t)dt

23 4+ 7 &r en primitiv funktion till 322

Det finns ingen primitiv funktion till |x| i en omgivning av origo.
Varje integrerbar funktion &r kontinuerlig.

Varje kontinuerlig funktion har en primitiv funktion.

Varje begransad funktion dr integrerbar.

Varje primitiv funktion &r deriverbar.

/abf(x)dx:/cbf(x)dx—/caf(x)d:c

b b
/ @) 9(@) g / @) g+ / 9@ g

/abln|f(fl?)9($)!da::/abln]f(x)]dx—i—/abln|g($)’dx
/atg(t)f(ﬁc) dx = g(t) /:f(x) dx

a b
Om()<a<bs§iéir/ f(x)dx</ f(z)dx
0 0

Om f(x) &r en integrerbar funktion i en omgivning av origo sa &r
xX

F(z) = / f(t) dt deriverbar i origo.
0

d d
Om f(z) &r en deriverbar funktion sa ar . / f(z)dx = /d—f(x) dx
T x

Om F(x) &r en primitiv funktion till en kontinuerlig funktion f(z)
i en omgivning av origo sa &r

F(z) = F(0) +/Oxf(t) dt

(S6)

(S51)

(S16)

(938)



19. Om F'(z) ar en primitiv funktion till en kontinuerlig funktion f(z) sa ar

Fla) = /xf(t) dt

for nagot reellt tal a. (S34)
20. Om F(x) dr en primitiv funktion till f(x) sa &r F(x + 5) en primitiv till f(z +5).  (S22)
21. Om F(zx) &r en primitiv funktion till f(z) sa dr F(5x) en primitiv till f(5x). (S15)
22. Om F(x) ér en primitiv funktion till f(z) sa ér [ f(z)*de = $F(2)> + C (Sh4)
*23. Om F(x) dr en primitiv funktion till en udda funktion f(z) sa ar F(z) jimn. (S49)
*24. Om F(x) &r en primitiv funktion till en jamn funktion f(z) sa &r F(z) udda. (S25)
1 1 3
25, | ————dr =21 2
/x(x?’—l—l) g 3nx3+1+c (52)
* 1 e
26. /Ilnxdx—ln(ln(x ), a>0 (526)
27. Om f ar kontinuerlig pa intervallet [a,b] och f(z) > 0 sa &r
b b
| Vi@ =/ [ sia)as ($57)
b b b
28. / f(z)g(z)dx = (/ f(z) dx) (/ g(x) dx) (529)
d r 2 2
29. — Pdt=e¢” 1
9 i /. e e (S19)
30. 2 : Pt = et (S9)
) edt=e
w/2
31. / In|sinz|dz <0 (S32)
w/6
32. / cos®z dx > 0 (S27)
10/3
2
33. / —cos (z%) dx > 0 (S50)
3/2
34. / ()] dz = 2/ 1 (2)] da (845)
—a 0
35. [ flalde=2 [ f(e)da 55)
—a 0
1
36. / f(x)de =0 = f(z) & udda pa intervallet [—1, 1]. (S53)
-1
*37. Om f(x) &r kontinuerlig och / f(z)dz =0, for alla a, sa &r f(z) udda. (S11)

38. /a (f(x) = f(—z)) de =0 (S36)

—a
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1 » _—=
/ T g =0 (S1)

1 In (cos )
F(z) = /0 ’ \/%tﬁ dt &r en vixande funktion. (548)
F(z) = /0 NViEn: dt ar konkav dar z > 0. (S10)
/b f(z)dx < /b g(x)dx = f(x) <g(x) ,for alla z i intervallet [a, b]. (S39)
x x) , for alla xf(x)dx xg(x)dx S
fla) < gle) o allaw € 0.1) = [ of(@)de < [ ago (516)
f(z) # g(x) , for allax € [0,1] = / f(z)de # / g(x)dx (S33)
0 0

/w F(#)dt = /xg(t) gt foralazelal = fz)=g)  foralazelab.  (S41)

/ f () da = / go@)dr = f(z) = gla) (8)

2 3 2
Om/ f(z)dx >0 och / f(z)dx >0 saéar / f(z)dx >0 (S43)
0 1 1
1
Om f(z) &r vixande pa intervallet [0, 1] sa ar / f(x)de < f(1) (S47)
0

Om f(x) &r en kontinuerlig funktion pa ett intervall [a, b] sa finns det en undersumma

till f(z) pa [a,b] som har storst virde. (S42)
Bestdmda integraler kan approximeras godtyckligt vil med 6versummor. (S21)

Om f(x) ar en kontinuerlig funktion pa ett intervall [a,b] sa finns det minst en

b
Riemannsumma for f(x) pa [a, b] som ger det exakta virdet pa integralen / f(z)dx (S52)

n 1

Summan ; ﬁ kan betraktas som en Riemannsumma till integralen /0 [ .2 dx (S56)
—~k 1

fw )3 (817)

Om f(z) &r kontinuerlig pa intervallet [0, 1] sa finns det nagot = € [0, 1] for vilket
[ sy a=o (520
0
Om f(x) &r integrerbar pa intervallet [0, 1] sa finns det nagot = € [0, 1] for vilket
[ syt = s (559)

Om f(x) &r en kontinuerlig (men ej nodvéandigtvis deriverbar) funktion sa ar

lim/o flo+ h})L =) 4~ r1) — f(0) (S30)

h—0
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Motiveringar

T —T

e’ — e~ dr udda och In (cos x) dr jamn sa © 7% 4 udda.
In (cos x)
LA (R P Ao WA RS S YOS P i I =
— | sIn =— |lnz—=-In(z = - — =
de \3 23+1 dx 3 r 2341 z(xd+1)

1 1 371
1 1
/sin(x2)dx§/x2dx:[m—} =—-< =
0 0 3 0 3 2

Hér har vi anvént att sint < t, for 0 <t < 1, vilket ar ként fran tidigare kurs.

Alternativt kan vi anvinda att 22 < x da 0 < 2 < 1 och gora uppskattningen;

! ) ! . s 11
/sin(x)dxg/sinxdx:[—cosx]ozl—cosl<1—cos—:1——:—
0 0 3 2 2

VL = f(z) medan HL = f(z) + C
f(Jz|) &r jamn oavsett funktion f(x).

Foljer av linjaritetsegenskapen for integraler ty In |f(z)g(z)| = In f(z)| + In|g(x)|

En funktions vérde i isolerade punkter har ingen betydelse for dess integrerbarhet
0 , dax#0
1, daxz=0
inte kontinuerlig i origo men integrerbar i varje omgivning av origo (med vérdet 0,
oavsett integrationsintervall).

men det paverkar dess regularitet. T.ex. dr funktionen f(x) = {

Foljer om man deriverar integralerna i bada led.

d 2 2

— e dt =0 , ty / e’ dt #r ett tal och beror inte pax

dz ), 1

F'(x) = \/% ar avtagande diar x > 0 och darmed ar F”(x) < 0 for x > 0.

Integralkalkylens huvudsats ger att

%/if(x)dx:d%(/oaf(x)dx—/o_
Lty —

af(x) dw) = f(a) + f(=a) =0
fla) = =f(=a)

Bada led beskriver samma virde.

Foljer av definitionen av begreppet primitiv funktion.

! (M " 0) — cos (z?) - 2D

dr 2x 212

Kedjeregeln ger att % (F(5z)) = F'(5z) - %

(5z) = 5f(5z)

Pastaendet &r sant om f(x) > 0, for a < < b, men inte nédvéandigtvis annars.
Pastaendet ar uppenbarligen falskt om t.ex. f(x) = —1.
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Z Z — kan betraktas som en Riemannsumma for integralen fo x dx och

1

1
. . B _ 1t
nhm kE:1—n2—/0 xdx—{Zx} =3

0

Alternativt kan vi anvénda formel for aritmetisk summa for att berdkna gransvardet

I 1nn+1) . 1 1 1
i D05 =t 5>kt O = g (14 0) = 5
0 , da x ar ett rationellt tal

T.ex. ar funktionen f(z) = 1 , da x ar ett irrationellt tal

begriansad men ej (Riemann-) integrerbar.
Foljer av integralkalkylens huvudsats.

Eftersom f(z) ar kontinuerlig sa finns enligt medelvirdessatsen nagot = € [0, 1] sadant
att fo t)dt = f(z), vilket fir detsamma som att fol(f(t) — f(z))dt=0

Foljer direkt av definitionen av den bestdmda integralen.
d d
Kedjeregeln ger att o (F(x+5))=F'(x+5) - o (x+5)=f(z+5)

Eftersom ef @+9(®) — of(@)ea(@) o8 51 de bada leden i allminhet inte lika.
Med t.ex.a =0,b =1 och f(x) =g(x) =0sa ar VL =1 medan HL =2

dci' (sin (%) + C) = 2z cos (27)

Om F(x) &r en primitiv funktion till en jamn funktion f(z) sa &r
d
o F@) + F(=a)) = f(z) = f(-2) =0

vilket betyder att F(z) + F(—z) = C, for nagon konstant C'. Sitter vi in x = 0 i
denna identitet sa foljer att C' = 2F(0), varpa vi konstaterar att F'(—z) — F(0) =
—(F(z)— F(0)), for alla z, dvs. F(z) — F(0) ar udda. Savida inte F'(x) &r en primitiv
som #r sadana att F'(0) = 0 sa ar alltsa pastaendet falskt.

1 1

d 1
Notera att — (In(lnz)) = — - — = och att varje annan primitiv till
Inz z alnz rlnx

dérfor har formen In (Inz) + C, f6r nagon konstant C. Men {6r varje virde pa C
finns det nagot a > 0 sadant att C' = In v och vi kan skriva

In(Inz)+ C=In(lnz) +Ina=In(alnz) =In(lnz*)

Integranden &r positiv och 10/3 > .

simz 0, for alla x, sa integralen kan inte ge ett negativt virde.

Det ér bara likhet i undantagsfall sa i princip vad man &n prévar ger ett motexempel.
Tag t.ex. f(x) =g(x)=1locha=0,b=2.

Eftersom f(x) &r kontinuerlig sa finns det en primitiv funktion F'(x) till f(z), och;

hﬁo/ fx+h e )—}Lml(F(1+h)—F(h)—F(1)+F(O)):

—>Oh
_}llig(l)F(l+h})L F()—}L%F(h);F(O)—f(l)—f(O)



22/2 , daxz >0
M31./|x|dm—{_x2/2 Cdir<0 +C

M32. For ¢ <z < 7§ dr 0 < [sinz| < 1 och dédrmed In |sinz| < 0.

M33. Om f(x) och g(x) &r kontinuerliga pa intervallet [0, 1] sa stimmer implikationen men

annars behover det inte vara sant. Betrakta t.ex. f(x) = 0 och g(x) = { _1 ’ ig i z
M34. Om F(z f f(t) dt, for nagot a, sa ar speciellt F'(a) = 0 men en primitiv funktion

behover nodvandlgtvis inte anta virdet 0, betrakta t.ex. Fi(x) = 2% + 1 (eller vilken
annan nollskild kontinuerligt deriverbar funktion som helst).

M 35. Pastaendet dr sant om f(x) ar kontinuerlig (foljer av integralkalkylens huvudsats),
men om t.ex. f(x) har ett "sprang” i # = 0 sa kommer F'(z) inte vara deriverbar dér.
1, daz>0
Om t.ex. f(z) = 1 diz<0
|z| &r ej deriverbar i origo.

sa ér f(z) integrerbar men F(z) = [ f(

M36. f(z) — f(—=z) dr udda.

d

M37. T (a: —i—7r) = 32?

M38. Enligt Integralkalkylens huvudsats &r fo t)dt en primitiv till f(z) och eftersom
alla primitiver skiljer sig som mest at med en konstant (enligt annat ként resultat)
sa maste vi ha F(z) = C + [ f(t)dt. Sétter vi sedan in 2 = 0 i bada led i denna
identitet sa far vi att C' = F(0).

M39. Betrakta t.ex. f(z) =1—z,g9(z) =2x ocha=0,b= 1.

M40. Egenskaper for den bestdmda integralen ger att
b c b b a
/ f(z)dx :/ f(x) da:+/ f(z)dx :/ f(z)dx —/ f(z)dx

M41. Om f(z) och g(z) dr kontinuerliga pa intervallet [a,b] sa foljer implikationen av
integralkalkylens huvudssats genom att derivera integralerna i bada led. I annat fall
behover det inte vara sant ty integralernas virde paverkas inte vérdet pa f(z) och
g(x) i enstaka punkter.

M42. Savida inte f(x) &r konstant sa kommer varje undersumma ha ett strikt mindre vérde
an vardet pa motsvarande integral men undersummornas virden kan samtidigt fas
godtyckligt ndra integralens om bara indelningen i delintervall forfinas tillrackligt val.

3, 1
M43. Betrakta t.ex. f(z) = |z — §| -5

M44. Foljer av Integralkalkylens huvudsats.

M45. Om f(z) varken &r jamn eller udda sa kommer de bada leden i allménhet vara olika.
Sa &r fallet for t.ex. f(z) ="

M46. Eftersom z > 0 pa intervallet [0, 1] sa dr zf(x) < zg(x) om f(x) < g(z).

M47. Eftersom f(z) < f(1), for alla € [0, 1] sa &r fo r)dr < fo 1)dz = f(1)

—x

>0

M48. F'(z) = ==

N[ [



M49.

M50.
M51.
M52.

M53.

M54.

M55.

M56.

M57.

Om F(x) &r en primitiv funktion till en udda funktion f(z) sa &r

oy (F(@) = F(=2)) = f(z) + [(-2) =

vilket betyder att F'(z) — F(—z) = C, for nagon konstant C'. Sétter vi in x = 0 i
denna identitet sa foljer att C' = 0, varpa vi konstaterar att F'(—z) = F'(z), for alla
x, dvs. F(x) ar jamn.

For 2 <o <2ér § <az? <4 och dérmed cos (2%) < 0.
Foljer av linjaritetsegenskapen hos den bestdmda integralen.

Enligt integralkalkylens medelvirdessats finns det minst ett £ € [a,b] sadant att
f f(z)dz = f(&§)(b—a) och f(£)(b— a) kan betraktas som en Riemannsumma med

bara en term.

Betrakta t.ex. f(z) =e* — 1 fl e dx

d (1 1
Kedjeregeln ger att e (§ ) = §3F($)2F'(x) = F(2)*f(x)
1
Betrakta t.ex. f(x { ? ’ 32 i i % s fall ar [ f(t)dt = 3, men det finns
inget z for vilket f(z) = %
Med f(z) = 1+1x2 och xp =& = % sa ar
~ n . 1 1
=y S e - )
TR TE

Det ar bara likhet i undantagsfall sa i princip vad man én prévar ger ett motexempel.
Tag t.ex. f(z) =1 och a =0,b= 2.



