Sant /falskt-fragor for lisvecka 4

Avgor om nedanstaende pastaenden ar sanna eller falska. De flesta skall du kunna svara
pa (och motivera) utan hjélp av papper och penna. Nagra av dem, som kanske kraver lite
extra eftertanke, d4r markerade med *. Svar och motiveringar finns ldngre bak i dokumen-
tet men de anges inte i samma ordning som pastaendena. Detta p.g.a. att du inte sa litt
skall raka se svaret pa pastaenden du dnnu inte funderat 6ver. Numret inom parentes i
hogermarginalen vid respektive pastaende anger vilket nummer i listorna med svar och
motiveringar, som hor ihop med respektive pastaende.

1. Foljande uttryck kan betraktas som differentialekvationer

(a) ¥"(z) —y'(x) — 2y(x) (S13f)  (d) e'y? =t+y (S13e)
d 5, 2

(b) Z—x (¢%e") =1+ (S13d)  (e) % - 3—2 —f (S13c)

(c) o =a+e (SI3b)  (f) F(ty(t).4/() =0 (S13a)

2. y = C/x &r 16sning till differentialekvationen z%y” + 3zy’ +y = 0,
for alla viarden pa konstanten C.

3. Om y;(x) och yo(x) dr tva olika losningar till samma differentialekvation
sa ar y1(z) = yo(x) + C, for nagon konstant C.

4. Foljande tva differentialekvationer har samma 16sningsméngd

d
Y (z) = 2% + 2y’ d—j = 1t + 2?)

5.9 =22+ o ¢ =2+ 2y

6. Foljande differentialekvationer dr av ordning 3
(a) y =2 +vy (S30d) (c) y" =+ (y)? (S30c)
b) W)y =z+y (S30a) (d) y©@ +3y® +3y® =0 (S30Db)

7. yi(x) = 0 och yo(x) = 2232 &r tva olika lésningar till begynnelsevéirdesproblemet
y/ _ y1/3
{ y(0)=0
*8. Differentialekvationen arctan (') = 2 cosh (zy) saknar 1osningar.

9. En linjar och homogen differentialekvation har alltid minst en 16sning.

10. Foljande differentialekvationer &ar linjara

(a) ¥ =1+ 2%y (S1lc) (e) ¥+ 3y — by =sinx (S11f)
(b) ¢/ = (z + y)z? (Slla) (f) 2y’ =1+ 2%y (S11b)
(c) v =(z+yly (Silg) (&) ¥ =wy (S11h)
d) ¥ =(1+yHz (S11d) (h) y™ = zarctan (Slle)
11. 2x + 1 &r en integrerande faktor till den linjara differentialekvationen
1
/ o
v z 1050 " Y

12. Om I(x) &r en integrerande faktor till en linjéar differentialekvation av forsta
ordningen sa ar dven I(x) + C' en integrerande faktor, for varje konstant C'.

13. Om I(x) &r en integrerande faktor till en linjar differentialekvation av forsta
ordningen sa ér dven C' - I(z) en integrerande faktor, for varje konstant C.
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Foljande differentialekvationer &r separabla

(a) v = (1+ 2%y (S17d) (e) v/ = et (S17b)
(b) v = (x +y)z? (S17h) (f) v =e™ (S17e)
(c) ¥ =(z+y)y (S17c) (8) ¥ =sy+z—y—1 (S17a)
(d) y'=(1+y*)a (S17f) (h) y" = (1+a)y (S17g)

Om f och g ar kontinuerliga funktioner och y(z) &r en deriverbar funktion sa &r
10l =9(e) = [ fwiy= [ ga)ds
Losningarna till differentialekvationen (x* + 3?)y’ + 2xy = 0 beskrivs implicit

av ekvationen 3% + 322y = C

En differentialekvation som &r bade linjar och separabel &r ocksa homogen.

1+Cx
1—Cx ’

Alla 16sningar till differentialekvationen 2xy’ = y* — 1 har formen y =

for nagon konstant C'.

Alla I6sningar till differentialekvationen y' = x(z? + y?) har ett lokalt
minimum dér xz = 0.

Alla l6sningar till differentialekvationen y' = x(z? + y?) &r jimna.
Alla I6sningar till differentialekvationen ' = In (cos? y) dr avtagande.
Alla 16sningar till differentialekvationen (e* + e¥)y’ = 1 &r konkava.

Om y(t) &r 16sningen pa begynnelsevirdesproblemet

P (1-7) o=

sa ar lim y(t) =5
t—o0
Om y(z) &r 16sningen pa begynnelsevirdesproblemet

Y
o _
- 1 —I— x2y4 ) y(]‘> - O

Y
sa ar y(2) >0
Om y(z) ar 16sningen pa begynnelsevirdesproblemet

y
! , y(0)=1

YT Ty

sa dr y(2) <9

Alla l6sningar till differentialekvationen 3/ = 1 — ¢ har griansvirdet 1 da x — oo.

Det finns en funktion y(x) sadana att ¢’ =1+ y? | for alla z.
Det finns en funktion y(x) sadana att xy = z? + 2y , for alla z.

Det gar precis en 16sningskurva till differentialekvationen v’ = 2% + y?
genom varje punkt i xy-planet.

Alla 16sningar till differentialekvationen i’ = 2 4 y* dr o#indligt deriverbara.

Funktionen y(x) = tanz uppfyller integralekvationen y(z) = x + / y(t) dt
0

1 en omgivning av origo.
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Motiveringar

M1. Av ekvationen framgar direkt att y'(z) > 0, for alla z. Vidare &r;

1 _
T Y ! ! "o €T Yy, .
(e +e)y =1=y = e =9 = —(ew+ey)2(e +e’y") <0, for alla
: iy : ) Yy =1+y?
M2. Integralekvationen &r ekvivalent med begynnelsevéirdesproblemet y(0) = 0 och

det ar latt att verifiera att tanx 16ser detta problem.

M3. Pastaendet stdmmer visserligen for differentialekvationer av typen ¢’ = f(z) men om
HL &ven beror pa y dvs. ¥ = f(z,y) sa dr pastaendet i allménhet falskt. Betrakta
t.ex. differentialekvationen i pastaende 2.

d
M4. (2* + )y + 22y =0 & . (y* 4+ 32%y) =0

M5. Alla losningar har lokalt formen y = tan (x + C'). Ingen av dessa losningar &r definie-
rade for alla z, och det finns heller ingen kontinuerlig funktion som &r definierad for
alla z och lokalt pa formen y = tan (z + C).

M6. v/ =22+2yy & ¢y =L(?+y?) & y=2"+y*+C

M7. Notera att 1sningen &r sadan att ¢/(z) < y(z) < L (e7"y) < 0. Saledes &r e "y(x)
avtagande for x > 0. Men virdet pa e *y(x) da z = 0 &r 1 sa det foljer att ey (z) <
1, for z > 0 dvs. y(z) < €*, for z > 0. Speciellt dr y(2) < e? < 9.

MS8. y = —1 &r ocksa en l6sning till differentialekvationen.
M. Foljer av Picards sats (Sats 3 i avsnitt 18.3).

M10. Uppenbart att bada funktionerna uppfyller differentialekvationen och begynnelsevill-
koret.

M11. (a) Differentialekvationen kan skrivas pa formen y' + f(z)y = g(x),
diir f(z) = —2? och g(z) = 3.

(b) Differentialekvationen kan skrivas pa formen y” + p(z)y’ + q(x)y = f(z),
dér p(z) = 0,¢(x) = —z och f(x) =1/z.

(c) Differentialekvationen kan skrivas pa formen y' + f(z)y = g(z),
dir f(z) = —(1+ 2?) och g(x) = 0.

(d) Differentialekvationen innehaller termen zy?, vilket inte far forekomma i en linjéir
differentialekvation.

(e) Differentialekvationen kan skrivas pa formen
Y™ a1 (2)y" Y L a ()Y ao(x)y = flz)

dér ap,—1(z) = ... = a1(x) = ap(z) = 0 och f(x) = zrarctanz.

(f) Differentialekvationen kan skrivas pa formen y” + p(x)y' + q(z)y = f(x),
dér p(x) = 3,q(x) = =5 och f(x) =sinz.

(g) Differentialekvationen innehaller termen 32, vilket inte far forekomma i en linjér
differentialekvation.



(h)

Differentialekvationen innehaller termen yy', vilket inte far forekomma i en linjar
differentialekvation.

M12. Vi avldser direkt ur ekvationen att y'(z) < 0, for alla z i vilket y(z) &r definierad.

M13

M14

M15

M16.

M17.

M18
M19
M20

M21

M22

. (a)
(b)

(f)

Varje differentialekvation av forsta ordningen kan skrivas pa denna form.

Kan betraktas som en differentialekvation i z(t),
dédr x och a &r nagon typ av parametrar.

Ett samband i funktionen f, betraktad som en funktion av y.
Det &r inget funktionssamband.

Betraktas normalt inte som en differentialekvation eftersom ekvationen inte in-
nehaller nagon derivata, men formellt sétt dr ekvationen av typen F'(¢,y,y") = 0
diar F' &ar en funktion av tre variabler vars virde bara beror pa de tva forsta
variablerna. Sa bade Sant och falskt kan anses réitt svar pa detta pastaende.

Det ar inte ens en ekvation.

. Om vi multiplicerar bada led med 2x + 1 sa kan ekvationen skrivas;

% (2z+1)y) = 2z + 1)sinx

. De beskriver samma differentialekvation, fast med andra beteckningarna och med en
liten omskrivning i HL.

(a)
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(h)

)
)

—~

f(x):{ ?Inlz| , daxz#0

ar en losning till differentialekvationen.

0 , dax=0

1
Differentialekvationen kan skrivas 1y' =xr+1

Differentialekvationen kan skrivas e ¥y’ = e*

Differentialekvationen kan inte skrivas pa formen g(y)y' = f(z)
1
Differentialekvationen kan skrivas —y' = 1 + 2

Differentialekvationen kan inte skrivas pa formen g(y)y' = f(z)

Differentialekvationen kan skrivas 7 y =z

+ 12
Differentialekvationen &r inte ens av forsta ordningen.

Differentialekvationen kan inte skrivas pa formen g(y)y' = f(z)

. Vi avlaser direkt ur ekvationen att y/(x) <0, da = <0, och att ¢/(x) > 0, da = > 0.

. VL< 7 och HL> 2, for alla vérden pa z,y,y'.

. En 16sning y maste uppenbarligen vara deriverbar. Speciellt foljer att HL dvs. 22 4 32
ar deriverbart och ddrmed &r &ven VL dvs.y' deriverbart. Saledes existerar y”. Pa
liknande sitt kan vi nu argumentera for att y” existerar och rekursivt dven att y™
existerar for alla n.

d2
2_
. T dr

C d (C c 20 3¢ C
) ()=t =0

T dr \ z T T T

. Om F(y) och G(z) ar primitiver till f(y) resp g(z) sa ar;

d

F) = gla) & - Fly) = £ 6l) &

F(y) = G(z) + C & / f(y) dy = / o(z) dx
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Losningen till den logistiska ekvationen ar y = - varpa det foljer att y(t) — 5

14 4e—2
dat — oo

Differentialekvationer pa formen y' = f(z) &r bade linjdra och separabla men ej
homogena om f(z) # 0.

y(x) = 0 ar 16sning till varje linjar och homogen differentialekvation.

Om [(z) &r en integrerande faktor till ekvationen v’ + f(x)y = g(z) dvs.

% (tay) = 1)y + 1) ()
L (1)) = O (1)) = O U@ + 1) @)y) = CL) + O 1) [ )y

Vi avlédser direkt ur ekvationen att y/(x) &r udda sa

J(—2) = 4/ (@) & = (y(~0) = - () & y(—2) = y(a) + C

Hér maste vi ha C' = 0 ty y(z) ar deriverbar och ddrmed speciellt ocksa kontinuerlig
i x = 0. Sa vi konstaterar att y(—z) = y(x), for alla z, dvs. y(z) ar jamn.

Om y(0) > 1 sa inser man att y(z) > 1 for alla « > 0, ty om vi skulle ha y(z) =
1 for nagot x > 0 sa motsédger det satsen om entydig l6sning genom varje punkt
(y(x) = 1 ar ju en losning). Vidare foljer det av ekvationen att y'(x) < 1 —y, da
y > 1. Med liknande argumentation som i motiveringen av uppgift 25 sa foljer det
att y(x) < 14 (y(0) — 1)e~*. Vi konstaterar dérfor att 1 < y(z) < 1+ (y(0) —1)e™ 7,
for x > 0. Later vi speciellt x — oo sa foljer det av dessa olikheter (med instdngning)
att y(x) — 1 da x — oc.

Om [(z) &r en integrerande faktor till ekvationen y' + f(x)y = g(z) dvs.

% (I(z)y) = I(2)y + I(z)f(z)y

sa &r
% ((I(x) + C)y) = 1(2)y + 1(x) f(x)y + Cy' = (I(z) + C) + I(x) f (x)y
vilket inte ar detsamma som (I(x) + C)y' + (I(x) + C) f(x)y, for alla funktioner y.

a) Differentialekvationen ar av ordning 1.
b

)
)
(c)
)

(d) Differentialekvationen &r av ordning 1.

(
(b) Differentialekvationen ar av ordning 9.

Hogsta forekommande derivata ér tredjederivata.

Losningen ar y(z) = 0.



