Sant /falskt-fragor for lisvecka 5

Avgor om nedanstaende pastaenden dr sanna eller falska. De flesta skall du kunna svara
pa (och motivera) utan hjélp av papper och penna. Nagra av dem, som kanske kraver lite
extra eftertanke, &r markerade med *. Svar och motiveringar finns léngre bak i dokumen-
tet men de anges inte i samma ordning som pastaendena. Detta p.g.a. att du inte sa ldtt
skall raka se svaret pa pastaenden du dnnu inte funderat 6ver. Numret inom parentes i
hégermarginalen vid respektive pastaende anger vilket nummer i listorna med svar och
motiveringar, som hor ihop med respektive pastaende.
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. Om y; och yy &r 16sningar till differentialekvationen 3" — ¢’ — 2y ==

Om y(t) &r en losning till en linjir och homogen differentialekvation sa ar &ven C'-y(t)
en 16sning till samma ekvation.

. Alla l6sningar till differentialekvationen 3 — 243 — 139" 4 14y + 24y = 0

har formen Cie™* 4 Cye®® + Cse™3* 4 Cye®.

. Det finns konstanter p och ¢ sadana att e sint #r en 16sning pa differentialekvationen;

y'(t) +py'(t) + qy(t) =0

. Om D é&r deriveringsoperatorn och [ &r identitetsoperatorn sa &r

v —y —2y=0 & (D+I1)(D—-21)y=0

. Om y; och y, ér l6sningar till differentialekvationen y” + 2%y = 0

sa ar y; + y2 ocksa en losning till denna ekvation.

. Om y; och y, #r l6sningar till differentialekvationen y” + xy? = 0

sa ar y; + yo ocksa en losning till denna ekvation.

Om y; och y, ér 16sningar till differentialekvationen y” — ¢’ — 2y = 2?sinx

sa ar y; + y2 ocksa en l6sning till denna ekvation.

2sinx

s& 4r 1y, — Yo = Cre ™ + Che?® | for nagra konstanter C; och Cs.

. y(x) = €* 4+ e~ &r en partikulérlosning till differentialekvationen y” + 2y’ + y = 4e”.

y(x) = arctanx dr 16sning till nagon linjir och homogen differentialekvation med
konstanta koefficienter.

y(x) = arctan x ar 16sning till nagon linjér och homogen differentialekvation.

Begynnelsevérdesproblemet
{ y// =14+ y2
y(0) =0, ' (0) =1

har en entydig l6sning.

Randvérdesproblemet
y// — 1 + y2
y(0)=0,y(1)=0
saknar 16sningar.

Om y(z) dr en 16sning till differentialekvationen y” + 2y’ + 5y = x, for x > 0,
sa dr z(t) = y(e') en 16sning till differentialekvationen z” + 22’ + 5z = €', for alla t.

Antag att rorelsen hos en démpad harmonisk ocillator beskrivs av differentialekva-
tionen y” 4+ 2y’ +y = 0 (hér ar y(t) dr avikelsen fran jamviktsldget vid tiden ¢).
Rorelsen séigs da vara kritiskt dampad.

Cirkeln 2% 4 y? = 4 #r en ortogonalkurva till kurvskaran y = Cx
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Motiveringar

Omz:%séér

d*>y dz dzdy dz
_— = = —Z
dz? drxr dydr dy
sa differentialekvationen kan skrivas
dz

=1 2
dyz +y

Av entydighetssatsen foljer att det finns en entydig funktion z som uppfyller denna
ekvation och begynnelsevillkoret z(0) = 1. Det foljer sedan ocksa av entydighetssatsen
att det finns en entydig funktion y sadan att y'(x) = z(x), sadan att y(0) = 0.

Eftersom differentialekvationen inte &r linjar och homogen sa har man ingen anledning
att forvinta sig att summan av tva losningar ocksa skall vara en losning. Vi vet
att det finns minst en l6sning till differentialekvationen genom varje punkt i xy-
planet (i sjilva verket finns det odndligt manga, varfor da?). Om t.ex. y; och s
ar de tva losningar som gar genom punkterna (1,1) respektive (1,2) sa foljer att
D*(y1 + 1) + 2°(y1 +y2)* = 20° 1y =4 # 0, daz = 1.

Eftersom 2’ = ely’ och 2" = ely’ + €24y sa finns ingen anledning att forvinta sig

att de tva ekvationerna har samma losningar. T.ex. ir y = 2 — = en losning till
differentialekvationen y” +2y' + 5y = z, men 2(t) = y(e') = Lef —

= % ar inte en 16sning
till differentialekvationen z” + 22’ + 5z = ¢'.

Det &r latt att verifiera att 1 = —1,79 = 2,73 = —3 och r4, = 4 &r rotterna till
differentialekvationens karakteristiska ekvation r* — 2r3 — 1372 4+ 14r + 24 = 0 sa
pastaendet foljer av texten i avsnitt 18.5.

Det &r geometriskt uppenbart att linjerna y = Cx som stralar ut fran origo skér
vinkelrdt genom alla cirklar med centrum i origo, men lat oss énda ge ett analytiskt
argument. Tangentlinjen till cirkeln i en punkt (a,b) pa cirkeln, ddr b # 0, har
riktningskoefficienten k; = —a/b ty deriverar vi ekvationen x? + y?> = 4 implicit
m.a.p. x sa far vi 2z +2yy’ = 0 < ¢ = —x/y. A andra sidan har den linje y = Cz
som gar genom (a,b) riktningskoefficienten ko = b/a. Denna linje och tangentlinjen
till cirkeln skér varandra vinkelrédtt eftersom k1ko = —1. Att linjen y = 0 (dvs. z-
axeln) skar cirkeln vinkelrédtt i punkterna (42, 0) dr uppenbart.

Lat P(D) = D?*— D —2I, dir D #r deriveringsoperatorn och I &r identitetsoperatorn.
Om g, och y, #r l6sningar till differentialekvationen P(D)y = x? sinx s &r

P(D)(y1 —y2) = P(D)yr — P(D)y2 = 0

x2sinz z2sinw
sa y; — y2 dr en homogenlosning. Eftersom differentialekvationens karakteristiska ek-
vation 2 —r — 2 = 0 har rétterna —1 och 2 sa foljer det att y; — yo = Cre™® + Che?®,
for nagra konstanter C7 och Cj.

Om y; och y, ér 16sningar till differentialekvationen y” + 2%y = 0 sa ér
D*(yr +yo) + 2*(y1 +y2) = Y + 2y +y5 + 2%y =0
=0 =0

Eller mer allmént om P(D) ir en linjér differentialoperator(som tex P(D) = D?*+2%I)
sa &r P(D) (11 +y2) = P(D)y1 + P(D)yz sa om P(D)y; = 0 och P(D)y, = 0 sa
ar aven P(D) (y1 +y2) = 0. Notera att det &r viktigt att differentialekvationen &r
homogen for att pastaendet skall vara sant (se t.ex. pastaende 7).
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Det framgar av differentialekvationen att en losning y har en derivata 3y’ som &r
strangt véxande pa intervallet [0, 1], varpa vi omdojligen kan ha y/(0) = ¢/(1).

Alla 16sningar till sadana ekvationer bestar av en summa av termer pa formen
e (P(z) cosbx + Q(z) sinbx), dar P och @ &r polynom.

Om
an (D) Y™ (1) 4+ an_1 )y V() + ... + ary' (t) + aoy(t) = 0
dr i d
(D0 (CY0) + a1 (O 5 (C0) + .+ () (C(8) + o)) =

(. J/

~~
=0

e!sint dr 16sning till en sadan differentialekvation om 1+1 &r 16sning till motsvarande
karakteristiska ekvation r2 + pr 4+ ¢ = 0. Om vi vill att p och ¢ skall vara reella sa
maste dven 1 — ¢ vara en 16sning till den karakteristiska ekvationen sa vi maste ha
r?+pr+q = (r—(14+9)(r—(1-14)) = ((r—=1)—i)((r—=1)+i) = (r—1)2+1 = r>—2r+2.
Saledes ir e sint en losning till en sadan differentialekvation om p = —2 och ¢ = 2.

(D? 42D + I)(e" + %) = 4e”

Om rorelsen beskrivs av en differentialekvation av typen y” + ay’ + by = 0 sa sigs
den vara kritiskt dimpad om a? = 4b, vilket dr uppfyllt i detta fall.

Lat P(D) = D?*— D —2I, diir D ir deriveringsoperatorn och I #r identitetsoperatorn.
Om y; och y, #r 16sningar till differentialekvationen P(D)y = z?sinx sa ér

P(D)(y1 +y2) = P(D)ys + P(D)ys = 22°sinz # 2*sin
——— N———

r2sinz r2sinz

Eller mer allmént om P(D) ér en linjér differentialoperator (som tex P(D) = D? —
D—2I)saér P(D) (y1 + y2) = P(D)y1+P(D)ys sa om P(D)y; = f(x) och P(D)ys =
g(x) sa ar P(D) (y1 +vy2) = f(z) + g(x). Notera dock att summan av tva losningar
ocksa &r en l6sning om den linjara differentialekvationen ocksa &r homogen (se t.ex.
pastaende 5).

(D+1D)(D-2l)y=D(y —2y9)+ (' —2y)=y" -2/ +y - 2y=y"—y — 2y
r—2
Yy —2y

2

T.ex. vy’ + .

y =0




