Avgor om nedanstaende pastaenden ar sanna eller falska. De flesta skall du kunna svara
pa (och motivera) utan hjilp av papper och penna. Nagra av dem, som kanske kriver lite
extra eftertanke, &r markerade med *. Svar och motiveringar finns léngre bak i dokumen-
tet men de anges inte i samma ordning som pastaendena. Detta p.g.a. att du inte sa litt
skall raka se svaret pa pastaenden du dnnu inte funderat 6ver. Numret inom parentes i
hogermarginalen vid respektive pastaende anger vilket nummer i listorna med svar och
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motiveringar, som hor ithop med respektive pastaende.
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Man kan avgora om en talfoljd ar konvergent genom att studera
de 1000 forsta elementen i talféljden.
. Om en talfoljd {ay}72; konvergerar mot ett virde a sa &r ay = a
om bara k ar tillrackligt stort.
Varje vixande talfoljd ar divergent.
Varje konvergent talfoljd ar begréansad.
Varje konvergent talféljd &r monoton.
Varje monoton och begransad talfoljd ar konvergent.
lim lim —— = lim lim
n—oom—oo N, + 1M m—oon—oo 1 + M
lim /n=1
n—oo
. Om aib, — 0, da k — oo, sa maste det vara sa att a, — 0 eller b, — 0, da k — oo.
Om a,, — 0, da k — oo, och {b;}ro, &r en begrinsad talfoljd sa foljer att
akbk—>0, da k — oo
{ar}re, och {bg}r2, monotona =  {ay + bg }re, monoton.
{ar}p, och {by}r2, konvergenta = {ay + bx}ro, konvergent.
{ar}pe, och {bg}r2, divergenta = {ay + bg}re, divergent.
Om {ax}72, ér en avtagande talfoljd och f(x) en avtagande funktion
sa dr {f(ax)}re, en vixande talfoljd.
Om {a,}, &r en talfsljd sidana att lim a, = 0 sa ér ocksa lim (a,)"™ = 0.
n—o0 n—oo
Om f(x) &r en kontinuerlig funktion pa R sa géller att
{arp}72, konvergent = {f(ax)}re, konvergent
lim f(z) existerar <> lim f(n) existerar
Z€R nezt
10 10
D Ae=2 A
k=0 k=0
Om f(x) &ér en udda funktion sa dr Z f(k)=0
k=—n

D larl =ag+2> |ayl
k=1

k=—n
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n

2n
. Zak = Z(a% + Gop—1)
k=1

k=1

n n

n 1
Z1+k2:"21+k2

k=1 k=1

Om {ay}p2, &r en talfoljd sadan att a; = 0 sa ér a, = Z (ar — ax_1)
k=2

Olle vill avgéra om en viss serie Y . | a dr konvergent. Han tar hjélp av sin minirdk-
nare och rédknar ut att summan av de 100 férsta termerna blir ungefar 13.74. Sedan
kor han en liten snurra i ett berdkningsprogram och noterar att summan bara okar
till ca. 13.76 om han summerar de 100000 forsta termerna. Olle kan da kdnna sig
siker pa att serien konvergerar.

n oo
Om s, = g ap sa &r g ay, konvergent om och endast om {s,}.>, dr konvergent
k=1 k=1

o0

Partialsummorna till serien Z 1572 bildar en avtagande talfoljd.

k=1

Virdet pa en geometrisk summa kan berdknas om man kanner till
antalet termer, samt vérdet pa forsta och sista termen.

101 +1024+ 103+ ... +199=3(1+2+ 3+ ... + 99)
=~ 1 .
Zmz—,forallax;él

— 1—x

21/291/491/891/16 9

Om ag >0, by, >0, for k =1,2,...,n, sa giller att

n

k=1 k=1 k=1

k=1

{ar}r2, konvergent = Zak konvergent

k=1
o
Zak konvergent = {ax}r, konvergent
k=1

(o] o
Z ay konvergent < Z ay konvergent

k=1 k=100

o o

Z ay, konvergent = Z(—l)kak konvergent

k=1 k=1

oo oo

Zak absolutkonvergent = Z(—l)kak absolutkonvergent
k=1 k=1

oo o

Z ay absolutkonvergent = Z a; konvergent

k=1 k=1

o0

oo
Z aj konvergent = Z a; konvergent
k=1 k=1
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[e.o]

f(k) konvergent < / f(z) dx konvergent
k=1 1

! <1
k

Mg

Varje konvergent serie &r antingen absolutkonvergent eller betingat konvergent.

En serie med positiva termer &dr konvergent om och endast om seriens partialsummor

bildar en begriansad talfoljd.
Om ag, k =1,2,3,..., ir termerna i en serie och by, = asp_1 + aop, k =1,2,3, ...,
dvs

a] +as+as+ag+as 4+ ag+ay 4+ ag+...
e N N N~
bl b2 b3 b4

sa ar E ay konvergent om och endast om E by ar konvergent.
k=1 k=1

Virdet pa en konvergent serie fordndras inte om man kastar om den ordning

i vilket termerna summeras.
k1 00
. Om a; = flz)dx , n=1,2,3,. saar/ f(z dm—Zak
k k=1
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nhlgloZnQ—l—ka Zn%oo TLQ—{—]{:Q

y(z) =1+ 2+ 2%+ 23 + ... fir en 16sning till differentialekvationen 3’ = 32,

pa intervallet (—1,1).
2 pan zy' =y
Funktionen y(x Z 2 loser begynnelsevirdesproblemet ¢ y(0) =0
n=1 y'(0) =1
R
Potensserien Z - )* konvergerar for alla € [0, 2]
p k
Om en potenserie Z arx® konvergerar for © = 3 sa konvergerar den dven for z = —2.
k=0

/idx—C%—lnx—i-ix—k

r p klk

Om Ps(z) dr Taylorpolynomet av grad 5 kring x = 1 for
funktionen f(z) = 2° + 2z + 1 sa dr Ps(x) = f(z) for alla z.

Om Maclaurinserien for en funktion f(x) bérjar med termerna 2x — x? + %w3 + ..
och konvergerar for alla z, sa &r f”(0) = 2

Om p3(z) = 2%+ 42? — 3z — 5 dr Maclaurinpolynomet av grad 3 till en funktion f(z)
sa ér f(z) avtagande och konvex i en omgivning av origo.
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Motiveringar

S OIDFar] =) fal
k=1 k=1

VL=0och HL = 1.

Vi kan uppskatta seriens virde med en integral (se exempel 2 i avsnitt 9.3 i Adams
och text som foregar exemplet). I detta fall far vi att;

Enligt Sats 17 i avsnitt 9.5 sa maste serien konvergera for atminstone alla x sadana
att |z| < 3. Speciellt konvergerar den for z = —2.

m—+p
En godtycklig geometrisk summa kan skrivas Z ar®, for nagra a,m,p och r. Om

k=m
vi kidnner forsta termen ar™ och sista termen ar™*? sa kan vi rdkna ut . Om vi

dessutom vet antalet termer p+ 1 sa kan vi rdkna ut r. Saledes kan vi &ven bestdmma
vardet pa den geometriska summan ty;

m+p p
g art = ar™ E rk
k=m k=0

Fran Maclaurins formel foljer att;

och 1(0) =4

7(0) = -3 >

Eftersom f(z) uppenbarligen &r tre ganger deriverbar dar x = 0 sa &r speciellt f'(z)
och f”(x) kontinuerliga i = = 0. Speciellt ar f'(x) < 0 och f”(z) > 01 en omgivning
av x = 0, varpa vi kan konstatera att f(z) ar avtagande och konvex i en omgivning
av z = 0.

Betrakta t.ex. a; = 2¥ och b, = =31, for k =0,1,2,3, ....

Betrakta t.ex. a; = (—1)*/k, som dr konvergent men inte monoton.

> (ar — ar—1) = (a2 — a1) + (a3 — a) + (as — a3) + (as — ..an_1) + (@0 — an_)
k=2
= (—a1 +az) + (—az +a3) + (—as +aq) + (—ag +...4+a,-1) + (—ap-1 +a,) = an
N s N e N e N > N e

'

=0 =0 =0 =0 =0

Serien som definierar y(z) dr konvergent for alla = sa vi tillats derivera termvis enligt
Sats 19 1 avsnitt 9.5 1 Adams. Vi far da att;

d? (oo mc”) Sy (nw”)
1
dx? an (n!)? an dx? \ (n!)?
Z i oo
n — 1 Y

n=2 n=2
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Vidare dr y(0) = Z no 5 =

20n 1

och eftersom y'(z) = Z sa dr dven y'( Z

n=2 ! n=2

Om {ay} &r avtagande sa &r; ag11 < ay, for alla k. Om f(z) ar avtagande sa maste
déarfor f(agi1) > f(ax), for alla k, vilket visar att {f(ax)} dr en vixande talfoljd.

> 1 d 1 1
=1 2o+ = k — 5 1,1) och — —
y(x) +x+x" 42+ ;x T (—1,1) oc dm(l—w) e

Betrakta t.ex. ay = (—1)*

Antag att klim ap = a och lat € vara ett godtyckligt tal sadant att e > 0.
—00

(a)] <,

Eftersom f(x) &r kontinuerlig i a sa finns det nagot § > 0 sadant att | f(z)— f
da |z — a| < 4. Vidare finns det nagot N sadant att |ay —a| < J, da k> N.
Det foljer i sa fall att |f(ax) — f(a)] <eom k> N,

vilket visar att {f(ax)} konvergerar mot f(a).

—0

Un=n""=e""" 51, dan— oo
0o k k—l
Vi har e* = kz_o ok , for alla x, och ddrmed ocksa E Z o for alla x.

Enligt Sats 19 i avsnitt 9.5 i Adams tillats vi integrera termv1s och far da att;
ev .~ ZEk_l o~ ZEk
/;da;:/ kz_o o d:c—/ +Z o dxzc+1nx+;m

Den geometriska serien konvergerar bara for = sadana att |z| < 1.

Lat e vara ett godtyckligt tal sadant att e > 0.
Om by, &r begriansad sa finns det nagot M sadant att |by| < M for alla k.
Om dessutom hm ar = 0 sa finns det nagot N sadant att |ag| < /M for alla k > N.

Det foljer i sa fall att [apby| = |ag||be| < 1M =€ om k> N,
vilket visar att apb, — 0 da k — oo.

Betrakta t.ex. f(z) = sin (27x)

Om f(x) &r udda sa &r i f(k) = f(0)

k=—n

Virdet pa dndligt manga tal i en talfoljd sédger inget om konvergensen.

Foljer av entydighetssatsen for Taylorutvecklingar (se Sats 13 i avsnitt 4.10 i Adams)
2n
Zak =a1taxt+ag+ag+as+ag+ ...+ ap-1+ay, =
k=1

n

= (ag+ay) + (ag +a3) + (ag + as) + ... + (agn + agn—1) = Z(sz + agg—1)
k=1

Se markerad ruta innan exempel 5 i avsnitt 9.1 i Adams.

Betrakta tex a, = (—1)%/vk
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Betrakta t.ex. ap = 1 — (=1)* och by = ay;1. I sa fall &r apb, = 0, for alla k, men
varken {ay} eller {b;} ar konvergenta.

Alla faktorer som termerna i en summa har gemensamt kan brytas ut ur summan
(med distributiva lagen). I detta fall innehaller alla termerna faktorn n.

Se Sats 1 1 avsnitt 9.1 1 Adams.
Se Sats 16 1 avsnitt 9.4 1 Adams.

Implikationen = &r uppenbarligen sann men inte den omvéanda implikationen.
Betrakta t.ex. f(z) = sin(27z).

f//l(O) ‘

Koefficienten framfér 3 i Maclaurinserien for f(z) ér enligt formeln i

" O 1
PO e 0y =2

I detta fall maste vi darfor ha

Andligt manga termer har ingen paverkan pa konvergensen, hur manga termer man
an tar med.

Likheten kan verifieras pa manga sitt t.ex. genom att berdkna bada led med bl.a.
formel for aritmetiska summor men som tréning pa lite manipulerande av summor
kan foljande vara ett alternativ;

99 99
VL= (100+k) =Y (100 — k + 2k) =

k=1 k=1

99 99 99 99 99

= (100—k)+2) k=Y k+2> k=3 k=HL
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
————
Shiik

Tex.ar1+3<4+1menl-1+2-3>1-4+2-1

Betrakta t.ex. a, = e ™.

Betrakta t.ex. a = 1/k eller vilken annan konvergent talfoljd som helst som &r sadan
att a, — a #0da k — oo.

> n - n - n 1
HL:O, men2m>2m>2m:§, forallan.
k=1

k=1 k=1
o

Om Z ar dr konvergent sa maste det vara sa att ay — 0, da kK — oo (se Sats 4 i
k=1

avsnitt 9.2 1 Adams). Speciellt ar alltsa talfoljden {a;} konvergent.

"o 1
Sy = ; Tk ar viaxande eftersom s, — s, = m >0

Att talfoljden konvergerar mot a betyder bara att talen i talféljden ndrmar sig vérdet
a. Inget tal i talfoljden behéver anta viardet a. Om tex. ap = 1/k sa kommer a; — 0
da k — oo, men a # 0 for alla k.

Betrakta t.ex. ap = 1 — (—1)* och by = agy1.
Se markerad ruta efter Sats 1 1 avsnitt 9.1 1 Adams.

Betrakta t.ex. ap = (—=1)*/k
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Om det inte finns nagot samband mellan termerna med negativa index och de med
positiva index sa finns det ingen anledning till varfér de bada leden skulle vara lika.

Om talfoljden t.ex. ar jimn (dvs. a_, = ag) eller udda (dvs. a_x = —ay) sa ar det
dock sant.
Om Z ay, ar absolutkonvergent sa maste det vara sa att |ax| — 0, da k — oo.

k=1

Speciellt &r |ay| < 1, for tillrdckligt stora k, sdg k > N.
Det foljer da att 0 < ai = |ag| - |ax| < |ag|, d&a k& > N.

oo
Eftersom Z lax| dr konvergent sa maste déarfor dven Z a; vara konvergent enligt

k=1 k=1
jamforelsekriteriet i Sats 9 i avsnitt 9.3 i Adams.

En konvergent serie som inte &r absolutkonvergent &ar per definition betingat konver-
gent.

Det ar sa konvergens av serie definieras.
Betrakta t.ex. {ag},-,, dér ay = —1/k, som &r véixande och konvergerar mot 0.

Om termerna i en serie ar positiva sa bildar seriens partialsummor en viaxande tal-
foljd, och en vixande talfoljd dr konvergent om och endast om den &r begrinsad (se
pastaende 4 och markerad ruta efter Sats 1 i avsnitt 9.1 i Adams).

0 k
21/291/491/891/16 . — 95 sy 5 = Z 1\ 1/2 _
— 2 1— %

Da z = 2 erhalls den harmoniska serien som &r divergent. Den konvergerar dock for
alla andra x i intervallet.

Andligt manga termer i en serie paverkar inte dess konvergens (se Sats 5 i avsnitt 9.2
i Adams).

VL=Ay+ A1+ Ay + ... + Ag + Ag + A9 summerad i omvanda ordningen ger
HL:A10+A9+A8++A2+A1+AO

1 , da x ar ett heltal

Betrakta t.ex. f(z) = sin (27z) eller f(z) = { 0 . for bvriga =



