Laborationstillfdlle 4 — Numerisk 16sning av ODE

Malsédttning vid labtillfille 4: Klara av laborationsuppgift 3. Lés forst texten om differensmetoder och gor
Ovningarna. Lés avsnittet Hogre ordningens differentialekvationer om du har tid, annars spara det till ett senare
tillfalle. De frivilliga uppgifterna pa slutet bygger pa detta avsnitt.

Vi skall se pa begynnelsevirdesproblem for forsta ordningens ordinér differentialekvation

{ Yy =flty), a<t<b
y(a) =c

dér f en given funktion och ¢ en given konstant. Losningen till problemet dr en funktion ¢ +— y(t).

Exempel 1. I den vénstra figuren nedan har vi ritat riktningsfaltet till

{ y' = —y(t) +sin(t) + cos(t), 0 <t < 4
y(0) =c

och i den hogra l6sningskurvorna fér nagra olika véarden pa c.

2

VTV NV
R = S VALY
NN I NI
TN N NN\ NN\
////4\\\\ 27 . T NI
>\0/'////<\\\ o 7~/ s - - < N
A A A T 7 S 7 s s o Ll
VA A R A /2 A N
1///////<\ 1///////,
/////‘///4 /////‘///4
Y A A A 2 [l 77
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t t

Vi ser hur 16sningskurvorna foljer riktningsféltet.

Med ode45 kan vi fa fram en numerisk 16sning. Vi beskriver hogerledet i differentialekvationen och beréiknar sedan
losningen for t.ex. y(0) = 1.

>> myrslok=inline(’-y+sin(t)+cos(t)’,’t’,’y’)
myrslok =

Inline function:

myrslok(t,y) = -y+sin(t)+cos(t)

>> y0=1; [t,y]=ode45(myrslok,0:0.1:4,y0);

>> plot(t,y)

I ode45-kommandot dr forsta argumentet funktionen f(¢,y), andra argumentet &r onskat losningsintervall [a b]
(sa kan det ocksa skrivas in, sa bestdmmer ode45 sjilvt en steglingd) och det tredje ér begynnelseviirdet y(a). I
stiillet for en inline-funktion kan man ha en funktionsfil, en s k ode-fil. Den ska ha formen fun(t,y) dven om bara
den ena variabeln syns i funktionsuttrycket. Detta géller ocksa inline-funktionen, vilket astadkoms pa det sétt som
framgar av ovanstiaende exempel: inline(’...’,’t",y’). Se dven “help ode45”!

Differensmetoder

Vi skall approximera lsningen y(t) till differentialekvationen pa ett nét ¢, = a + nh for n = 0,1,---, N, med
steglingden h = 22

Lat y, beteckna approximationen av y(¢,) och ersétt 3’ (¢,) enligt

y(t’ﬂ+1) - y(tn)
h

Y(tn+1) = y(tn) + hf(tn, y(tn))

Detta ger den s.k. Euler (framat)metoden

~ Y (tn) = f(tn,y(tn)) =

Yn+1 = Yn + hf(tna yn)
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Geometrisk tolkning: Utgaende fran begynnelsevirdet f6ljer metoden riktningsfiltet med korta steg.

Ovning 1. Rita riktningsfiltet for differentialekvationen i exempel 1. Anvind sedan Eulers metod for att berikna
approximationer av losningar for nagra olika virden pa c. Tag steglingden h sa pass liten att ni far bra approxi-
mationer.

En forbéttring av Eulers metod far man om man efter ett “provsteg” berdknar lutningen i den erhallna punkten,
dvs f(tn + h,yn + hf(tn,yn)) och sedan anvinder medelvérdet av denna och den féregaende f(t,,y,) istéllet for
den sistndmnda. Denna metod kallas Heuns metod:

h
Yn+1 = Yn + §{k1 + k?}a ki = f(tnvyn)» ko = f(tn + huyn + hkl)

Metoderna ovan &r alla konvergenta, dvs. tar vi tillrackligt liten stegléngd h kan vi fa godtyckligt bra approximation
pa ett dndligt intervall.

Ovning 2. Anvind Heuns metod for att approximera y(0.8), dér y(t) dr losningen till 3’ = 1 + ty?, y(0) = 0.
Tag stegen h = 0.2 och h = 0.1. Jamfor med vad du far med Eulers metod. Kan du se att Heun &r mer nogrann
an Euler? Noggrannare géller y(0.8) = 0.91996546 (korrekt avrundat).

Vid konstant steglingd giller att Eulers har ett lokalt fel (pa varje steg) som #r av storleksordningen O(h?) och
ett globalt fel (pa hela 16sningsintervallet) O(h), medan Heuns metod ger ett lokalt fel O(h3) och ett globalt fel
som #r O(h?).

Bra program for att 16sa begynnelseviardesproblem ér adaptiva, dvs. de varierar steglangden h for att bli effektiva.
Dessa program ser till att de lokala felen blir sma, vilken betydelse detta far pa det globala felen beror pa
differentialekvationen och det far anvindaren av programmet hélla reda pa sjilv! Exempel pa en adaptiv losare ar
ode45 i MATLAB.

Hogre ordningens differentialekvationer

Hogre ordningens differentialekvationer kan skrivas om som system av forsta ordningen. Dessa system kan sedan
l6sas numeriskt. Vissa problem ger naturligt ett system av differentialekvationer (se t ex Volterra-Lotkas ekvationer
sist i denna laborationshandledning).

Exempel 2. Fastspind bladfjider som vi knépper pa. Vibrationen beskrivs av

' = —z3 —0.052'
z(0)=1, 2/(0)=0

Om vi later v = 2’ kan ekvationen skrivas

' =w

v = —z3 —0.05v
z(0) =1
v(0)=0

For att komma till standardformen later vi y; = x och yo = v och far

Yi = Y2
Yy = —y; — 0.05y2
yl(o) =1
y2(0) =0
2



Nu far vi standardformen
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Vi anvéander ode45 for att berdkna en approximation av 1osningen.

O =
1

>> f=inline(’ [y(2); -y(1)73-0.05*y(2)]’,’t’,’y’);

>> tspan=[0 150]; % Begynnelse- och sluttid
>> c=[1; 0]; % Begynnelsevérden

>> [t,y]l=ode45(f,tspan,c); % Losningen

Ritar 16sning ¢ — (¢, x(t)) och fasportrétt ¢ — (z(t),2'(t)) = (z(t),v(t))

>> plot(t,y(:,1))
>> plot(y(:,1),y(:,2))
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Ovning 3. Sriv om foljande differentialekvationer till system av 1:a ordningen.

(@- o' =ttyty () g =y +ty () " =y

Losningar till 6vningsuppgifter

1. myrslok=inline(’-y+sin(t)+cos(t)’,’t’,’y’);
s=0.1;
for t=0:0.4:4
for y=-2:0.4:2

dt=1; dy=myrslok(t,y); % I punkten (t,y) ritar vi ett
plot ([t,t+sxdt], [y,y+s*dyl) % litet streck i riktningen (1,y’).
hold on

end

end

for c=[-1 -2]
h=0.1;
t=0:h:4; y=zeros(size(t));
y(D)=c;
for k=1:length(t)-1
y (k+1)=y (k) +h*myrslok (t (k) ,y(k));
end
plot(t,y)
end
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Nir vi lirt oss lite mer linjér algebra (ldsperiod 3) kan vi anviinda funktionen quiver f6ér att enklare rita
riktningsfalt.

t=linspace(0,4,10); y=linspace(-2,2,10);
[T,Y]=meshgrid(t,y); DT=ones(size(T)); DY=myrslok(T,Y);
quiver(T,Y,DT,DY)

Forklaring av funktionerna meshgrid och quiver véntar vi med.

2. f=inline(’1+t*xy~2’,°t’,’y’);
yexakt=0.91996546;
c=0;
for h=[0.2 0.1]
t=0:h:0.8; y=zeros(size(t)); z=zeros(size(t));
y(D=c; z(1)=c; % y=Euler framat, z=Heun
for k=1:length(t)-1
y (k+1) =y (k) +h*£f (t (k) ,y (k) ;
z(k+1)=z (k) +h/2* (£ (t (k) ,z(k) ) +f (t (k+1) ,z(k) +h*f (t (k) ,z(k))));
end
disp([’h=’,num2str(h),’ Euler fel=’,num2str(abs(y(end)-yexakt)),
> Heun fel=’,num2str (abs(z(end)-yexakt))])
end

Ger utskriften

=0.2 Euler fel=0.060149 Heun fel=0.00527
0.1

h
h Euler fel=0.034519 Heun fel=0.0014334

Vi ser att felet i Euler &r O(h) medan felet i Heun &r O(h?).

3. (a). Lat y1 =y,y2=v". (b).Lat y1 =y, 2 =¢",y3 =v". (c). Lat y1 =y, y2 =", y3 = ¢".

;o r_
b=t+y + - -
Y2 e v =ys+i+u Ys = —y1ys3




Laborationsuppgift 3.

1. Skriv en funktionsfil euler.m som léser en ode av l:a ordningen: y' = f(z,y). Indata skall vara f(x,y)
(t ex en fordefinerad inline-funktion), losningsintervallet [a,b], begynnelsevirdet y(a) och steglingden h.
Utdata skall vara matrisen [z y] som utgdr en vérdetabell f6r 16sningen. Om man skriver [z y] = euler(...)
i kommandofénstret, kan man sedan plotta 1osningen (vilket forstas #ven kan begiras i funktionsfilen). Till
skillnad fran i 6vning 1 ska du inte rita nagot riktningsfélt.

(a). Los uppgift 9.16(a) och 9.16(b) i ldroboken (Forsling/Neymark) med programmet euler.m i inter-
vallet [1,10].
Testa ocksa att 16sa problemet med ode45.

(b). Los uppgift 9.17 i ett ldmpligt intervall [0,c]. V&lj sjélv konstanter, observera att a # b! Vilj inter-
vallet sa att kurvan “hinner” visa upp sig vél. Tillverka en serie l1sningskurvor i samma figur (jfr sid 388 i
liroboken), anvind begynnelsevirden mellan a och b.

Om du vill testa med ode45, kom ihag att inlinefunktionen (eller motsvarande funktionsfil om du anvénder en
sadan) till formen maste ha variablerna x och y, d&ven om bara y ingar i funktionsuttrycket.

Frivilliga uppgifter (redovisas €j).
2. En plan pendel. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos smal stav av lingden L.

Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen
0" =~ sing — ko'
7 sin
Hiir &r 6 pendelutslaget (radianer) och g dr tyngdaccelerationen (=~ 10m/s?). Termen k6’ &r en dimpningsterm

(k > 0). Vilj ett viirde pa k och ett viirde pa L. Vi vill bestdmma 16sningen f6r olika begynnelseutslag 6y da vi
slapper pendeln fran vila.

0
L

|
|
|
|
|
|
|
I mg
|

Folj 16sningskurvan med ode45 for nagra olika begynnelseutslag, t.ex. 8, = 30,50, ---,110°.

Rita tva bilder som visar 16sningarna t — (¢, 6(t)) och fasportrétten t — (6(t),0'(¢)) for de olika begynnelseut-
slagen.

3. Volterra-Lotkas ekvationer for samspel mellan rovdjur och bytesdjur:

P Y2 (1.9

y1 ar bytesdjur, t ex harar, ys dr rovdjur, t ex rdvar. Lat antalet bytesdjur vid tiden noll vara betydligt storre &n
antalet rovdjur. Prova lite olika begynnelsevillkor, plotta i nagot fall dels bada lésningskurvorna i samma plot,
dels faskurvan i en ny plot.
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Nya kommandon och funktioner i MATLAB som vi anvéint vid detta labtillfille.
ones — ger en matris fylld med ettor.

meshgrid — ger matriser fér anvindning i samband med t.ex quiver.
quiver — ritar ett filt
hold — héller kvar grafik.

ode45 — berdknar approximativ 16sning till ett system av 1:a ordningens ode.




