Laborationstillfidlle 2 — Ickelinjira ekvationer

Vi skall se lite mer utforligt pa 16sning av ickelinjira ekvationer..

Malsattning vid labtillfdlle 2: Klara av laborationsuppgift 1. Innan denna ldser man hela texten och gor
samtliga 6vningar.

Vi skall 16sa ekvationen f(z) = 0. En losning z* till ekvationen uppfyller f(z*) = 0 och kallas en rot till ekvationen
eller ett nollstdlle till funktionen f.

Newtons metod

Antag att xo #ir en approximation av en rot till ekvationen f(z) = 0. F6lj tangenten i punkten (zo, f(zo)), dvs.

y = f(zo) + f'(z0)(x — ), ned till z-axeln (y = 0) och tag skirningspunktens z-koordinat, r; = zo — ;,(('Z?), som

en ny approximation av roten.

y = f(wo) + f'(zo)(z — x0)

2o 7 y=f(z)

Nu upprepar vi. Vi foljer tangenten i (z1, f(z1)), dvs. y = f(z1) + f'(z1)(z — x1), ned till z-axeln (y = 0) och tag

skdrningspunktens z-koordinat, xo = r1 — ff,((‘zll)), som en ny approximation av roten.

T w1 y= f(x)

Allmént kan Newtons metod formuleras; Givet en approximativ 16sning xg av f(x) = 0, bestim en {6ljd av
approximationer {x} enligt
f(zr)

Tr4+1 = Tk — f/(l'k)

Denna metod kallas d&ven Newton-Raphsons metod (se sid. 228 i ldroboken).

,k=0,1,---




Exempel 1.
Vi skall bestdmma den minsta positiva roten till f(x) = tan(z) — x = 0. (Denna ekvation uppstar bla. i
hallfasthetsliran.)
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Var funktion: f(x) = tan(x) — 2 = 0. Vi behover ocksa derivatan f’(z) = tan?(z).

>> x=linspace(0,8,500);
>> plot(x,tan(x)-x), axis([0 8 -10 10]), grid on
>> [x,yl=ginput(1); f=tan(x)-x; disp([x,f])
>> for k=1:5
f=tan(x)-x; fp=tan(x)~2;
x=x-f/fp; f=tan(x)-x; disp([x,f])
end

Newton bygger pa att om vi zoomar in pa en graf sa blir den allt mer linjér.
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Om startapproximationen ligger tillréickligt néira roten sa konvergerar metoden snabbt mot denna. Néra roten far
vi ungefar en fordubbling av antalet korrekta decimaler i varje iteration. Oldmplig startapproximation kan dock
leda till att Newtons metod konvergerar mot annan rot eller att den divergerar.

f(x) = x exp(-0.25 x ?) f(x) = x sin(5 x)
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Forsoker man losa evationen f(x) = 0 med funktionen till vénster sa far vi konvergens da |z| < 1 och divergens
da |z| > 1. Med funktionen till hoger giller att om vi far konvergens behéver det inte vara mot den rot som ligger
nirmast startapproximationen.

Ovning 1. Hitta nagra positiva rotter tiil ekvationen f(x) = wsin(5z) = 0 med Newtons metod. Préva olika
startapproximationer och se mot vilken rot ni far konvergens. Gor en script-fil.




Sekantmetoden

For att fa en metod som inte anvénder derivator kan vi ténka oss att vi har tva approximationer xog och z1 av
losningen till f(x) = 0 och drar en sekant, istéillet for en tangent, som vi foljer tills den skér x-axeln. Skdrningens
z-koordinat kallar vi xs.

y = fla1) + M(m — 1)

T1—Zo

y=0=29 =21 — f(zl)if(x?l):ff?xo)

y = f(x)

ZTo 21 Zo X3

Allmént kan sekantmetoden formuleras; Givet tva approximationer zy och 1 av losningen till f(z) = 0, bestim
en foljd av approximationer {xj} enligt

LTk — Tp—1

Fan) = o) T b

Ty = ok — f(zr)

Exempel 2. Samma ekvation f(z) =tanz — 2 = 0.

>> [x0,y]l=ginput(1); [x1,yl=ginput(1);
>> fO0=tan(x0)-x0; fi=tan(x1)-x1;
>> disp([x0 £0]), disp([x1 f1])
>> for k=2:10
x=x1-f1*(x1-x0)/(£f1-£0);
f=tan(x)-x; disp([x £])
x0=x1; x1=x; f0=f1; fi1=f;
end

Man far inte riktigt lika snabb konvergensen som for Newtons metod. Eftersom varje iteration kriaver endast en
funktionsberidkning &r ofta sekantmetoden trots allt effektivare &n Newtons metod.

Vi kan ocksa se sekantmetoden som en ersittning av f’ (a:(k)) i Newtons metod med en differensapproximation

f(a) = f(@e-1)

Tk — Tk—1

f'(wx) ~

Differensapproximationer kommer vi bl.a. arbeta med vid n#sta labtillfille.

Ovning 2. Anviind sekantmetoden pa samma ekvation som i vning 1.




Lésningsnoggrannhet

Antag att T approximativ 16sning, med f(z) # 0, och att 2* &r den exakta losningen. Hur bra r approximationen,
dvs. hur néra z* ligger z7

Eftersom f(z*) = 0 ger medelvirdessatsen;

varav foljer att

- om (@)
om man vet att |f'(x)| > m i ett intervall som innehaller Z och z*. Om intervallet dr litet, och derivatan inte
varierar mycket, sa #r ju |f'(z)| &~ m i intervallet.

o < M@ @)

Exempel 3. Se pa funktionen f(z) = 22 exp(—x) — 0.2, plotta grafen! Ekvationen f(z) = 0 har tre rétter. Om de
erhéllna ndrmevérdena dr 1 = —0.37 o = 0.61, och T3 = 4.75, sa ger ovanstaende approximativa felkalkyl (med
felgréanser avrundade uppat): 7 = —0.37 £0.0015, x5 = 0.61 £0.0048 och x5 = 4.75 +0.043. Om grafen &r brant,
medfor en liten avvikelse i y-led (dvs skillnaden mellan f(Z) och noll) en liten avvikelse i x-led.

En alternativ feluppskattning (som bara forutsétter att f dr kontinuerlig): Om f(Z — F) och f(Z + E) har olika
tecken for ett litet tal E, sa ér |z — x*| < E. Vi har vanligen kinnedom om ungefiirliga avstandet till eventuella
ovriga rotter da vi véljer E.

Losningar till 6vningsuppgifter

1. x=linspace(0,4,500); y=x.*sin(5%*x); plot(x,y), grid on
[x0,y]l=ginput (1) ;
f0=x0*sin(5*x0); disp([x0,£0])
for k=1:10
fp=sin(5*x0)+5*x0*cos (5*x0) ;
x=x0-£0/fp;
f=x*sin(5*x); disp([x,f])
if abs(x-x0)<0.5e-6, break, end
x0=x; fO0=f;
end

2. x=linspace(0,4,500); y=x.*sin(5*x); plot(x,y), grid on

[x0,y]l=ginput (1) ;

f0=x0*sin(5*x0); disp([x0,£0])

[x1,yl=ginput (1) ;

fl=x1*sin(5*x1); disp([x1,f1])

for k=1:10
x=x1-f1*(x1-x0) / (£1-£0) ;
f=x*sin(5*x); disp([x,f])
if abs(x-x1)<0.5e-6, break, end
x0=x1; x1=x; f0=f1; fi1=f;

end




Laborationsuppgift 1.

Skriv en funktionsfil for anvéindning av Newtons metod. Indata: funktionen och dess derivata, ett startvirde
och antalet iterationer. Utdata: en tabell med alla iteraten xg,x1,xo,...x, (i kolonn). Anvind den for att 16sa
foljande deluppgifter:

(a) Ekvationen (5 — x) exp(z) = 5 uppstar da man hirleder en viss fysikalisk lag. Bestdm den positiva roten till
ekvationen med Newtons metod. Approximationen skall ha fem korrekta decimaler. Gér en feluppskattning
med hjélp av medelvirdessatsen.

(b) Los ekvationen 10xze™® = —1 med Newtons metod. Prova startviirdena 2, 1 och 0,5. Forklara de olika
utfallen!

Glom inte att lisa pa materialet for nista veckas laborationstillfille!

Nytt kommando i MATLAB som vi anvént vid detta labtillfzlle.
disp — avskalad utskrift.

Glom inte att lasa hjdlptexterna — det dr med deras hjdlp vi skall klara oss sjdlva en dag.




