TMV136 Matematisk analys i en variabel E, 2010
MATLAB — NUMERISK INTEGRATION, KVADRATUR

BESKRIVNING OCH MAL.

Den hér laborationen har som syfte att ldra ut nagra av Matlabs fardiga funktioner f6r numerisk
integration (kvadratur) samt att genom att uppmana laboranten att skriva en egen sadan funktion
fa denne att forsta hur dessa fungerar. Genomférd laboration bor ocksa ge en insikt i vikten av
att vélja rdtt metod for den aktuella funktionen. I 6vrigt skall férmagan att anvinda Matlab i
allméinhet, och i synnerhet att ldsa hjilptext, fordjupas. Mer specifikt dr malet att du ska kunna:

e anvianda Matlabs inbyggda kvadraturfunktioner.

e kunna forsta viktiga delar av hjilptexten i dessa.

e dirifran dra slutsatser om vilken funktion du ldmpligen bor anvinda pa den aktuella
integralen.

e beskriva hur enkla kvadraturmetoder (i synnerhet Simpsons regel) fungerar och

e skriva program som anvénder sig av dessa for att approximera vérdet pa en integral.

redogora for de problem som uppstar nir man forsoker 16sa generaliserade integraler med

kvadratur och

kunna redogéra for hur man 6verkommer dessa problem.

skriva for-loopar.

skriva funktionsfiler med korrekta in- och utargument samt helt behérska funktionsanrop.

redogora for vinkelfrekvensens inverkan pa grafen till en sinusfunktion.

redogora for medelvirdets och standardavvikelsens inverkan pa normalfordelningskurvan.

diskutera begreppet effektivitet hos ett program i termer av tid, minne och operationer

med handledaren.

Arbeta tva och tva och diskutera er fram till I6sningar. Se till att bada har férstatt vad ni gor.
Spara alla filer pa badas anvindarkonton och kommentera programmen pa egen hand efter labo-
rationstillfillet for att repetera. Det kan vara ldmpligt att den som har minst programmeringsvana
sitter vid tangentbordet, eller att ni turas om.

Redovisa genom att visa html-dokument genererat av Matlabs publish samt den aktuel-
la Matlab-koden fér handledaren. Deklarera alla matematiska funktioner som explicita Matlab-
funktioner, dvs i funktionsfiler. Redovisning sker under andra halvan av laboration tva samt den
forsta delen av laboration tre. Vi kommer gora hardare bedémningar under det senare tillfillet.
Den som inte blir godkdnd kommer att fa limna in skriftliga kompletteringar. Avsnitt 1.3 behover
ni bara ha forstatt vad probelmet #r och 16sa Uppgift 1.3.1 A och utféra variabelsubstitutionen i
C.

Ni har tva laborationstillfdllen pa er och vi berdknar att det kommer att ga at minst lika mycket
tid utover detta for att klara det hela. Fredrik svarar pa fragor &ven néar det inte ar laborationstid.

Date: 2010-11-09, Fredrik Lindgren, Matematiska vetenskaper, Chalmers tekniska hdgskola.
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1. UPPGIFTER

1.1. Matlabs inbyggda kvadraturfunktioner. Vi vill alltsa berikna olika integraler numeriskt.

1.1.1. Inledande uppgift. Borja med att leta efter lampliga funktioner for det genom att skriva till
exempel

lookfor quadrature
eller
lookfor integral

i kommandofonstret. Av de funktioner man da far utskrivna kan man nog gissa sig till att quad
ar den mest basala. Lés dess hjélptext och forsoka att berdkna foljande integraler numeriskt.

2
(1) /0 (1+2?%)dx

(2) /01 e dx

Lo
3 ——dx.
3) /Ouxzx

Hur manga korrekta decimaler (format long) far du? Hur lang tid tar beriikningen (tic, toc)?
I slutet av hjdlptexten finns ett stycke med rubriken Notes. Dér beskrivs nér fyra olika Matlab-
funktioner bor anvindas. Den fjarde, quadv ar ointressant fér oss men forsok forsta nir de andra
tre dr bra. Ordet smooth (glatt pa svenska) betyder hir att derivatorna dr forhallandevis smal,
att funktionen &r relativt flack. Funktionen

(4) f(t) = cos(wt)
ar i den bemérkelsen glatt nir nér w &r litet men inte nér det &r stort. Den &r ocksa starkt
oscillerande for stora w.

1.1.2. Jamforelse av olika kvadraturprogram.

A Rita grafen till funktionen (4) for w = 1,10,100 och 1000 i samma figur och se till att
du kan forklara vad du ser i termer av begreppet ’glatt’. Se till att du har tillricklig
upplosning, se Laboration 2 i férra kursen!

B Vilken av funktionerna quad, quadl respektive quadgk borde ge bést resultat for sma
respektive stora virden pa w om man far tro Notes? Vilken borde ge sdmst resultat?

C Skriv en for-loop som for w = 2%, k =0,1,...,15 beriknar integralen

(5) I= /F/4 cos(wt) dt
0

med hjélp av de tre olika kvadraturmetoderna och sparar resultaten i tre olika vektorer.
Plotta dessa som punkter som funktion av £ i en och samma figur och jimfér med de
riktiga vérdena pa integralerna. Det kan vara vettigt att plotta dessa virden som punkter
och inte som linjer. Blev det som man kunde ana? Ta dessutom tid pa varje metod for sig
och plotta tidsatgangen som funktion av k for alla metoderna. Vad &r det du ser i figuren?

D Andra toleransen TOL for quad och quadl till sig 10~'4. Vad blir skillnaden? Kunde man
forutse det genom att ldsa Notes?

E Integralen

1
/ —dr, O<a<l1
0o %

dr singuldr i x = 0. Vilken av funktionerna borde fungera bést for att berdkna den inte-
gralen? Ta tid och testa om det stdmmer! Singulariteten blir vérre nér o nirmar sig ett.
Jamfor med det analytiskt erhallna vérdet!

1Glatt betyder vildigt olika saker i olika sammanhang och man bor ge akt pa vad forfattaren eller foreldsaren
menar nir ordet anvinds.
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1.2. Egna kvadraturmetoder. For att fa en bild av hur integrationsmetoder fungerar och for
att 6va oss i att skriva program ska vi skriva vara egna kvadraturfunktioner. I [Adams, Kap
6.6-6.8] beskrivs nagra algortitmer i detalj (trapetsregeln, mittpunktsregeln, Simpsons regel samt
Romberg-integration/Richardson-extrapolation). En forfinad variant av Simpsons regel anvénds i
quad. Funktionen quadgk anvéander en variant av Gauss metod som nidmns i slutet av kapitel 6.8 i
[Adams]. Vi tittar nirnare pa Simpsons metod [Adams, sid.376] som innebér att man approximerar
integralen

Iz/abf(ac)dac

genom att dela upp intervallet [a,b] pa ett jimnt antal, n, delintervall. Det gérs genom att man
siitter h = (b — a)/n och sedan zy = a och x; = a+ ih f6r i = 0,1,2,...,n. Dérefter riknas
funktionsvirdena ut i dessa punkter, dvs y; = f(z;) varvid summan

h
Sp = 3 (yo+4y1 +2y2 +4ys + 2ysa + ... + 2Yn—2+ 4yn—1 + Yn)

evalueras. Vad som har hént dr att funktionsvirdena har multiplicerats med en vikt, hw;, innan
de summeras ihop dar

om i € {0,n},

w; = om ¢ dr jimn och

o
B
=
w
&
=
2
oy
o

Wk Wl Ww|

1.2.1. Simpsonkvadratur med for-loop. Skriv en funktionsfil myquadl.m som tar fyra inargument
dér de tre forsta dr samma som i t.ex. quad och det fjirde dr det jimna antalet intervall som vi vill
dela upp integrationsomradet i. Programmet ska sedan pa nagot séitt skapa en vektor pa formen

(6) wy = (w(JyOu wW1Y1y .-+, Wn—-1Yn—1, wnyn)
for att sedan summera ihop alla dessa tal i en for-loop. Funktionen ska returnera det approximativa
virdet pa integralen. Testa pa funktionerna (1)-(3). Notera att din funktion i vissa fall blir béttre!

1.2.2. Matlabs sum. Spara om filen fran foregaende uppgift som myquad2.m och ersétt for-loopen
med Matlabs sum. Vilken gar snabbast, myquadl eller myquad2? Testa med tic och toc.

1.2.3. Jamfor med quad. Berdkna integralen

/4
/ sin(x) dz
0

for hand och med quad. Hur manga korrekta decimaler far du? Hur manga funktionsevalueringar
gbr quad? Hur manga evalueringar maste du goéra med din egen myquad?2 for att fa lika manga
decimalers noggranhet? Skillnaden ligger i adaptiviteteten hos quad. Den skapar korta intervall
dér felet hotar att bli stort och storre dér det inte &r sa stort. Pa sa vis hushaller den med antalet
utrdkningar.

1.2.4. FEtt annat sdtt... Vad gor foljande Matlabkod?

h=(b-a)/n;

x=a:h:b;

y=f(x);

w=2/3*ones (size(y));

w([1,end])=1/3;

w(2:2:end-1)=4/3;

I=dot(y,w);

I=I%h; %Varfor bor man multiplicera med h h&r och inte férr?
Héar ar f ett godtyckligt funktionshandtag till en funktion f: R — R.
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1.3. Indefinita integraler och dylikt.

1.3.1. Odndliga intervall och normalférdelningar. Betrakta funktionen f(z) = e=*". Den hir funk-
tionen har ingen primitiv funktion i termer av andra enkla funktioner. Daremot kan man visa att
den generaliserade integralen

/ e dr = V7

varvid det naturligtvis foljer att

! /Oo e =1
ﬁ 7006 xr = 1.

A Visa med hjilp av variabelsubstitution att

1 < (=) d 1
e 2o r = 1.
Voro? Jo

for alla p € R, o > 0.

N CEN o L . .
Funktionen g(x, u,0) = \/2;76 27 ir en extremt viktig funktion inom sannolikhetsteorin. Hér

vill man ofta berékna integraler i stil med

som till exempel dr sannolikheten att ett normalfordelat slumptal har ett virde mindre &n b.

_(@—w)?
202 dx

B Rita grafen till funktionen g, férst med p = 0 och ¢ = 0,1, 1,10 i samma figur och sedan
med 0 =1 och p = —5,0,5 1 en annan figur.
Eftersom ingen kénd primitiv funktion finns i detta fall &r man tvungen att berikna detta nume-
riskt. Har har vi ytterligare en komplikation, ndmligen att integralen ska utforas over ett vildigt
stort omrade. Hur ska man gora? Standardknepet &r att utfora en variabelsubstitution sa att
omradet far dndlig langd. En klassisk sadan &r

(8) x = tan(t).
Den &r dock inte sa bra for numeriska berdkningar da man maste berikna massa trigonemetriska
funktioner. En béttre variant kan vara att séitta @ = t/(1 — t) for positiva  och z = ¢/(t — 1) for
negativa.
C Utfor variabelsubstitutionen (8) och berékna integralen (7) for p =0, 0 =1 och b =1/2
med den snabbaste av dina egna kvadraturprogram samt lamplig firdig Matlab-funktion.
Plotta gérna den nya integranden och jamfoér med graferna fran uppgift B. Jamfor ocksa
med resultatet som Matlabs normcdf (NORMal Cumulative Distribution Function) ger.

1.3.2. Att hdva singulariteter. Om man genom ett variablebyte kan fa bort en singularitet innan
man utfér den numeriska berikningen sa ér det bra. Ett annat knep framgar av féljande exempel.

Antag att man vill berdkna fow/ 1 /+/sin(z)dx. Vi kan fa bort singulariteten genom att skriva

71’/2 1 71'/2 1 1 71'/21
[P [P [P,
0o +/sin(z) o sin(z) Vz 0o VT

dir den sista integralen dr analytiskt losbar och den forsta gar mot noll da 2 gar mot noll (varfor?).
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2. TIPS OM NUMERISKA EXPERIMENT

I den hér laborationen sa ska ni vid flera tillfillen utfora numeriska experiment. Sa hér kan det
se ut. Antag att vi vill testa hur lang tid det tar att summera respektive rikna ut produkten av
N slumpade tal. Man kan tédnka sig att det tar olika lang tid beroende pa vilka tal vi har och
omdatorn jobbar med nagot annat etcetera. Dérfor gor vi det manga ganger och tittar sedan pa
till exempel medelvirdet.

M=1000; %Antal experiment

N=10000; %Antal slumptal

Summa=zeros(1,M); %Vektor for att spara de olika summorna.
Produkt=Summa; % " " ... de olika produkterna.
SumTid=Summa; % Vektorer for att spara motsvarande tider i
ProdTid=Summa;

for k=1:M
z=randn(1,N); %Vi slumpar ut N gaussiskt fordelade slumptal
tic %Vi borjar en tidtagning
Summa (k) =sum(z); %Vi summerar talen
SumTid(k)=toc; % Vi mdter tiden och sparar pa plats k i SumTid

tic % Vi nollstdller klockan
Produkt (k)=prod(z); %Vi berdknar produkten av talen
ProdTid(k)=toc; % Vi mater tiden

end

medSumTid=mean(SumTid);  %R&knar ut medelvédrdet av tidsatgangen

medProdTid=mean (ProdTid); % " " .

figure(1),clf /Plottar alla tiderna samt medlvédrdena som lodrédta stréck:

plot(1:M,SumTid, ’*b’,1:M,ProdTid, ’ok’,...
[1,M],medSumTid*[1,1],’b’, [1,M] ,medProdTid*[1,1],°k’)

3. QUADS HJALPTEXT MED KOMMENTARER

Nedna foljer hjdlptexten for funktionen quad med kommentarer.

QUAD  Numerically evaluate integral, adaptive Simpson quadrature.
Q = QUAD(FUN,A,B) tries to approximate the integral of scalar-valued
function FUN from A to B to within an error of 1.e-6 using recursive
adaptive Simpson quadrature. FUN is a function handle. The function
Y=FUN(X) should accept a vector argument X and return a vector result
Y, the integrand evaluated at each element of X.

Ovan &r det absolut enklaste exemplet. Notera den forbestdmda feltoleransen och att FUN
maste vara vektoriserad. Nedan framgar hur man #ndrar toleransen TOL. Avsnittet med TRACE
intresserar oss inte nu.

Q = QUAD(FUN,A,B,TOL) uses an absolute error tolerance of TOL
instead of the default, which is 1.e-6. Larger values of TOL
result in fewer function evaluations and faster computation,

but less accurate results. The QUAD function in MATLAB 5.3 used
a less reliable algorithm and a default tolerance of 1.e-3.

Q = QUAD(FUN,A,B,TOL,TRACE) with non-zero TRACE shows the values
of [fcnt a b-a Q] during the recursion. Use [] as a placeholder to
obtain the default value of TOL.
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Det gar att séga at quad att halla rdkningen pa hur manga ganger FUN anropas. Det &r bara
att ange ett extra utargument som framgar nedan.

[Q,FCNT] = QUAD(...) returns the number of function evaluations.

Use array operators .*, ./ and .” in the definition of FUN
so that it can be evaluated with a vector argument.

Under rubriken Notes sa jamfors quad med nagra av Matlabs andra funktioner for numerisk
kvadratur. Det dr en mycket viktig ruta.

Notes:

QUAD may be most efficient for low accuracies with nonsmooth
integrands.

QUADL may be more efficient than QUAD at higher accuracies

with smooth integrands.

QUADGK may be most efficient for oscillatory integrands and any smooth
integrand at high accuracies. It supports infinite intervals and can
handle moderate singularities at the endpoints. It also supports
contour integration along piecewise linear paths.

QUADV vectorizes QUAD for array-valued FUN.

Forsta exemplet dr vil inte nagra storre problem, men notera hur man gér om man vill inte-
grera en funktion som har deklarerats med flera inparametrar som vi vill halla konstanta under
integrationen i det andra exemplet.

Example:
Q = quad(@myfun,0,2);
where myfun.m is the M-file function:

function y = myfun(x)
y = 1./(x.73-2%x-5);

or, use a parameter for the constant:
Q = quad(@(x)myfun2(x,5),0,2);
where myfun2 is the M-file function:

function y = myfun2(x,c)
y = 1./(x.73-2%x-c);

Class support for inputs A, B, and the output of FUN:
float: double, single

See also quadv, quadl, quadgk, quad2d, dblquad, triplequad,
trapz, function_handle
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