TMV136 Matematisk analys i en variabel E, 2010

MATLAB — NUMERISK LOSNING AV ORDINARA
DIFFERENTIALEKVATIONER

BESKRIVNING OCH MAL.

Den hér laborationen syftar till att ge en grundldggande forstaelse for numerisk approximation
av ordindra differentialekvationer samt kinnedom om de viktigaste fiardiga ODE-16sarna i Matlab.
Efter genomford laboration skall du

e kinna till och kunna anvinda nagra av Matlabs inbyggda ODE-losare.

e kunna forsta viktiga delar av hjilptexten i dessa.

e dirifran dra slutsatser om vilken funktion du lampligen boér anvinda pa den aktuella
differentialekvationen.

e kunna beskriva hur enkla approximationsmetoder sa som framat-Euler, bakat-Euler och
mittpuktsmetoden fungerar.

e Kunna skriva om hogre ordningens differentialekvationer som system av forsta ordningens
och definiera dessa i funktionsfiler som Matlabs ODE-l6sare kann hantera.

e kunna skriva program som anvinder sig av dessa for att approximera losningen till en
differentialekvation.

e forsta och girna skriva while-loopar.

e kunna diskutera begreppet effektivitet hos ett program i termer av tid, minne och antal
operationer med handledaren.

Arbeta girna tva och tva och diskutera er fram till 16sningar. Se till att bada har forstatt vad
ni gor. Spara alla filer pa badas anvindarkonton och kommentera programmen pa egen hand efter
laborationstillfillet for att repetera. Det kan vara ldmpligt att den som har minst programme-
ringsvana sitter vid tangentbordet, eller att ni turas om.

Deklarera alla matematiska funktioner som explicita Matlab-funktioner, dvs i funktionsfiler.
Hela laborationen ska inte redovisas utan valda delar som vi meddelar i slutet av det fjirde
laborationstillfillet.

1. UPPGIFTER

1.1. Primitiva funktioner. Det enklaste tinkbara begynnelsevirdesproblemet
(1) u/(t) = f(t)v te (07 T]?
u(0) = ug

har en 16sning som ér en primitiv funktion F'(z)+C till f(x) déir C viiljes sa att begynnelsevirdet ir
uppfyllt. Vi kan approximera det genom att dela upp intervallet [0, T i delintervall med @ndpunkter
i0=tyg <ty <...ty_1 <ty =T approximera derivatan i punkt ¢; enligt formeln

u(ty) — u(tn—1)

~u'(th-1) = f(tn_
Pa—— u'(tn-1) = f(tn-1)

Hir kan vi 16sa ut u(t,) och far med k = t,, — t,,—1 att

(2) w(tn) = wltaor) + kf (tas).

Eftersom vi vet u(tg) kan vi rikna ut u(#1) och sedan u(t2) och sa vidare. Metoden ovan, da man
anvinder f(t,—1) 1 hogerledet kallas for "Eulers framatmetod”, "Euler framat”, "Eulers explicita
metod” eller bara "Eulers metod”.
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Uppgift 1. Skriv en funktionsfil med namnet minPriml.m som tar emot ett funktionshandtag
f, en vektor I med ett intervalls bérjan och slut (tva viirden) samt en variabel X, med ett
begynnelsevirde och en variabel N med antal delintervall. Det ska 16sa differentialekvationen (1).
Du ska alltsa fardigstélla foljande program:

function [t,U]=minPrim(?,?,7,7)
%Vi borjar testa antalet inargument och tillater anvéndaren
%att inte bry sig om hur manga delintervall det ska vara.
NrIn=nargin; %Returnerar antalet inargument som anvédndaren angett.
if NrIn==7 ¥GOr ingenting
elseif NrIn=7
N=100;
else
error (’Wrong number of input arguments!’)
end
U=zeros(1,N+1); %Programmet blir snabbare om vi skapar en
%vektor som har ratt storlek innan vi bdrjar
%loopa.
k=7 Ysteglangden.
t=7 %Vektor med alla t_n
U(1)=U0;
for k=2:7
U(?7)=U(?)+k*£(7) ;
end

Anvéand programmet for att 16sa differentialekvationerna nedan. Anvind olika antal steg. Jamfor
med den analytiska l6sningen.

(@)

u'(z) = cos(2z), =z €[0,7],

u'(z) =1/z, =z €]1,10],

Uppgift 2. Los samma problem med Matlabs ode45.m som é&r standardlosaren i Matlab. For
att det ska ga maste du skriva om funktionsfilerna som definierar f en liten, liten smula. Lis
hjélptexten till ode45!

Uppgift 3. Om man istéllet gor approximationen

u(ty) — u(tn-1) N
tn - tnfl

u/(tn) = f(tn)

och 16ser ut u(t,) far man en annan approximationsmetod som har fatt namnet "Euler bakat” eller
"Eulers implicita metod”. Hérled motsvarigheten till (2) f6r denna metod och skriv en funktion
minPrim2.m sa att den anvénder denna metod istéllet.
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1.2. Mer generella differentialekvationer. Betrakta differentialekvationen

3) u'(t) +u(t) = g(t), t € (0,71,

u(0) = up.

Den gar inte att 16sa med ditt program som det dr. Men om vi anvédnder Euler framat sa krévs

bara en liten liten #ndring for att det ska fungera. Vi skriver om forsta raden i (3) sa att v/(¢) =
g(t) —u(t) =: f(t,u(t)). Nu blir Euler framat pa formen

(4) u(tn) = ultn_1) + kf(ta_1, u(tn_1)).

Uppgift 4. Spara om ditt program som my0ODE1.m och fndra det sa att det loser godtyckliga
differentialekvationer pa formen

(5) W (t) = f(tult)), t € (0,7T],

u(0) = ug
med Eulers framatmetod (4).

Nagra ODE:er. Los problemen (b) Och (d) i Uppgift 7 med bade ode45 och myODEL.

Uppgift 5. Eulers bakatmetod for ekvationer av typen (5) lyder

(6) u(tn) = u(tn-1) + kf(tn, u(tn)).

Vad dr problemet med Eulers bakatmetod nédr man ska losa generella ekvationer pa formen (5)7?
Detta problem atgirdas med t.ex. fixpunktsiteration som i foljande program backwardEuler .m. Vi
maste alltsa 16sa ekvationen (6) for varje steg. En variant av fixpunktsiteration &r Newtos metod
som kan generaliseras till flera dimensioner.

function [t,U]=backwardEuler(f,I,UO0,N)

t=linspace(I(1),I(2),N+1); Genererar tidsnoder
U=zeros(length(U0) ,size(t,2)); %Vektor ddr losningen sparas
U(:,1)=U00; %Forsta vdrdet &r begynnelsevirdet
k=t (2)-t(1); %Stegléangden
tol=k"2; JFixpunktstolerans
for n=2:N+1
U(C:,n)=U(:,n-1); %Vi sédtter en forsta gissning pa U(:,n) till
%till vardet innan.
U_01ld=U(:,n)+2*tol; %U_old sdtts sa att while-loopen pabdrjas.
while norm(U(:,n)-U_old)>tol %#0m U(:,n) &r langre ifran vad det
%var forra varvet s& uppdaterar vi.
U_0ld=U(:,n); %Vi spar védrdet som U(:,n) har fér att kunna jamfora.
U(:,n)=U(:,n-1)+k*f(t(n),U(:,n)); %Fixpunktssteg. Andra hir fér
%att fa mittpunktsmetoden!
end
end
U=U’; %Vi gor om till radvektorer
t=t’; %for att gora lika som ode45

Los uppgifterna (b) och (d) &ven med detta program.

1.3. Hogre ordningens ODE. Betrakta differentialekvationen
u”(t) = —c*u(t), te€0,b], (b>0)
u(0) = ug, v'(0) = uq,

med l6sningen

(7) u(t) = ug cos(ct) + % sin(ct).

Verifiera detta genom att derivera och genom att sitta in ¢ = 0!
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Denna differentialekvation &r av andra ordningen. For att kunna anvédnda algoritmen ovan
skriver vi om ekvationen som ett system av tva differentialkevationer av forsta ordningen. Vi infor
tva nya variabler

w, =u, wy =u.

Vi deriverar

u' = wo,

"= —Pu= —c2w1.

w

NS =~

w

u/
Begynnelsevillkoren blir w1 (0) = wug, w2(0) = uq. Vi ser att wy och ws 16ser begynnelsevirdespro-

blemet
w] = wa, w1 (0) = uyg,
{U/z = —cw, {wz(o) = us.
Om Eulerlésarna modifieras sa att de kan ta emot vektorer sa kan man nu losa detta system om
man definierar en funktionsfil ode2solve.m enligt

function Uprim=ode2solve(t,U)

c=1;

Uprim(1,1)=U(2);

Uprim(1,2)=-c~2*U(1);

Man behandlar hogre ordningens system analogt.

1.4. Uppgift 6. Plotta den numeriska 16sningen tillsammans med den analytiska 16sningen (om
du kénner den analytiska) for f5ljande problem. I synnerhet (c) och (e).

u'(x) =2, x€(1,3],
(@ {u(l) —1.

© {u” = —cu, tel0,10]
u(0) = ug, v (0) = uy.

u'(z) = —zu(z), z€][0,3],
(@) {u(O) =1

analytisk 1osning: u(z) = exp(—z?/2)

' +4u' +13u=e"", te[0,10]
© Y u©) =1, w(0) =2.
0

1.5. Uppgift 7. Los ekvation (¢) ovan bade med Eulers framat- och bakatmetod. Jimfor med
den analytiska losningen. Skriv om programmet backwardEuler.m sa att det istéllet anvénder

mittpunktsmetoden

tn +tn—l u(tn) +u tn—l
®) ults) = u(ty ) + (et W) Fullnca),
Det behovs bara en liten fordndring i fixpunktssteget. Testa alla programmen med N = 10, 100,
1000, 10000. Blir I6sningen béttre med hogre N? For nagon av 1osarna kommer det kanske inte att
fungera for N = 10. Funktionen g(x) := x + kf(t, z) uppfyller da inte villkoren i fixpunktssatsen,
sid. 221 i Adams och while-loopen bara fortsétter, det konvergerar inte mot nagon 16sning.
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1.6. System av ODE. Vi kan ténka oss system av obekanta dér de olika obekanta inte &r varand-
ras derivator utan fysikaliska storheter. Det kan vara olika spadnningar i elektriska kretsar eller
koncentrationer av kemiska &mnen som reagerar med varandra. Ett exempel dr Volterra-Lotka-
ekvationerna nedan. Ligg lite kraft pa att forsta vad de olika termerna i differentialekvationen
betyder.

Uppgift 8. Vi betraktar population av bytesdjur (kaniner) som lever tillsammans med en popula-
tion rovdjur (rdvar). Lat uy (t) respektive us(t) beteckna antalet kaniner respektive révar vid tiden
t. En enkel matematisk modell for populationernas utveckling ges av Volterra-Lotka-ekvationerna:

(9) uy (t) = au (t) — buy (t)usa(t)
uh(t) = —cua(t) + dus (t)usa(t)

Koefficienterna a, b, ¢, d ér positiva. Termen auq (t) representerar netto-fodelse-dodstalet i en ensam
kaninpopulation. Termen —cus(t) &r motsvarande for rdvarna. Termen —buy (t)ug dr antalet kaniner
som blir uppétna per tidsenhet. Termen du;(t)us(t) dr antalet rivar per tidsenhet som overlever
pa grund av tillgang pa foda.

Observera teckenkombinationen i ekvationerna. Vad blir 16sningen om populationerna &r en-
samma (b = d = 0)? Den modellen passar kanske bra for en rivpopulation utan tillgang till foda
(atminstone i borjan) men knappast for en ensam kaninpopulation. Man kan forvinta sig att brist
pa mat hindrar tillvixten efter ett tag. Hur tror du en modell som tar hénsyn till det skulle kunna
se ut? Inom populationsekologin jobbar man ofta med den hér typen av modeller och forsoker
skattakoefficienterna for att bedomma populationers kénslighet fér storningar etc.

Los Volterra-Lotka-ekvationerna med din mittpunktslosare. Lampliga véirden &r a = .5, b =
1, ¢ = .2,d = 1. Testa med lite olika begynnelsevirden! Forsok hitta nagra déir populationen
haller sig relativt stabil. Vad har en sadan situation for ekologisk tolkning? Vad innebér det att
I6sningen ndrmar sig noll?

Uppgift 9. Skriv doc ode45 vid Matlabs kommandoprompt. Da 6ppnas dokumentationen inte
bara for ode45 utan for alla(?) Matlabs ode-losare. En bit ned finns en lista som beskriver des-
sa och nér de ska anvindas. Dér framgar att ode45 ar den som ska anvéndas oftast. Har man
déremot ett styvt problem sa rekommenderas odel5s. Ett styvt problem &r ett problem dér 16s-
ningen ibland fordndras snabbt och ibland langsammare. Déar den fordndras snabbt sa vill man
ta sma steg for att fanga denna fordndring utan att fa for stora fel. Dar den inte fordndras li-
ka snabbt kan det dock vara bra att ta lingre steg for att snabba upp berékningarna. Matlabs
ode45 klarar inte av det senare. Det framgar med all 6nskvérd tydlighet om man gor Exempel
2 i nimnda dokumentation forst med ode15s som foreslas och sedan med oded5. Gor det! Vad
hénder? vad der Pols ekvation kommer urspungligen fran studier av elektriska kretsar om man far
tro http://en.wikipedia.org/wiki/Van_der_Pol_oscillator.



