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1. Berdkna

4
/ eVeida.
0

y'—4y +3y=3z+2, y0)=0, y'(0)=1.

2. Los begynnelsevardesproblemet

3. Berikna gransvardet
rcosr —sinx

lim -
t—0  z2sin2z
4. Bestam den 16sning till differentialekvationen

2

y = Y
1422
som &r sadan att lim, . y(x) = 0.
5. Kurvan )
Yy=—Fr, <2< 00,
z(x + 2)

roterar kring x-axeln.

Berdkna volymen av den obegrinsade kropp som sténgs in av den roterande kurvan och
planet vinkelrétt mot xz-axeln i x = 1.

Om du bara kan visa att volymen &r dndlig, sa ger det delpoéng.

6. Som alla kénner till, borjar deltagarna i en kurs glomma vad de har lart sig omedelbart
efter det att tentan har lamnats in. Enligt Ebbinghaus modell galler att hastigheten varmed
det inldrda materialet gloms ar proportionell mot differensen mellan det man for 6gonblicket
kommer ihag och en konstant a. Lat y(t) vara den andel av det totala inlirda materialet
(=1) som koms ihag vid tiden ¢ manader efter tentan. Ett test har visat att man efter en
ménad minns andelen 2£% av det man hade lért sig (hir &r a < 1). Bestdm funktionen y(t)
och avgor hur stor del av det man lart sig som man aldrig glommer.

7. (a) Funktionsfilen

function x=newton(x0,n)
for i=1:n
x1=x0-(1+x0.*exp(-x0)) ./ ((1-x0) . *exp (-x0) ) ;
x0=x1;
end
16ser i MATLAB en ekvation approximativt med Newtons metod via kommandot
newton(x0,10). Vilken ekvation, och ange ett exempel pa startvirde 20 som kommer
att ge en approximativ 16sning?

(b) Vilket begynnelsevirdesproblem loses i MATLAB med kommandot

[t,y]l=0de4d5(@(t,y)2*y+2xt.*sqrt(y),[1,2],0.5)7
Det racker att ange ODE och begynnelsevillkor.



Formulera en medelvirdessats for integraler (=Mean-value Theorem for Integrals).

Man kan beriikna f®)(0) (ittondederivatan i noll) for funktionen f(z) = cosz*
utan att derivera den 8 ggr. Berétta hur detta gar till och ange den teoretiska
motiveringen for detta.

Vad krévs for att serien
Eosi(f(n) = f(n+1))

ska vara konvergent, och vilken blir i sa fall dess summa?

Losningsforslag, se niasta sida!
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1.

7.

Variabelsubstitutionen ¢ = \/x ger oss att dz = 2tdt, darefter partiell integration:

4 2 2
/ eVidy = / 2te’ dt = 2[te']y — 2/ eldt = 4e* — 2[e']s = 2(e® + 1).
0 0 0

Den karakteristiska ekvationen r? — 4r + 3 har l6sningarna r1 = 1 och ro = 3. Den allminna
homogena 16sningen #r alltsd Ae” 4+ Be3®. En partikulirlésning y, finner vi genom ansittningen
yp = Cx + D, vilket ger oss y, = x + 2. Alltsa ar y = Ae” + Be3® + z + 2 en allmin 16sning till var
ekvation. Begynnelsevillkoren ger oss att A = —3 och B =1, dvs y = —3e* + &3 + x + 2.

Standardutvecklingar ger oss

zcosz —sinz _ z(1 —22/24 0(2?)) — (v —2*/6 + O(2°)  —2®/3+ O(2")

x?sin 2z x2(2z + O(x3)) 2234+ 0(25)

som gar mot —1/6 da x — 0. (Har kan man alternativt anvinda I’'Hospitals regel).

. Ekvationen #r separabel och kan skrivas y ™2y’ = 1/(1 + 2?). Losningen y = 0 har da beaktats fore

division med y?, men den uppfyller inte villkoret di & — oco. Detta ger oss

1 1
—dy= | ——d
y2 Y /$2+1 €z
1

—— =arctanz + C,
Y

dvs y(z) = (—C — arctanz) ™. For att detta uttryck ska g& mot oo d&a x — oo maste —C = /2.
Alltsé y(x) = (7/2 — arctanx) 1.

Rotationsvolymen &r enligt skivformeln

oo oo 4
2 p—
/1 Yy dxfﬂ‘/l 73:(:&—&—2) dx

Partialbraksuppdelning ger oss att
4 2 2

w(z+2) 2z z+2

sa,

w/ 4 dz =27 lim [Inz — In(z + 2)]f = 27 lim (ln
o R

212 Am im + In 3) = 271n3.

R
R+2

. Ebbinghaus modell med beteckningar enligt texten, och med konstanten k > 0:

y'=—k(y—a), y(0)=1
Om vi skriver om detta enligt
Y +ky=ka y(0)=1
s& kinner vi igen en linjér ODE av 1:a ordningen. Integrerande faktor ar e*. Vi far efter multip-
likation med denna:
(€*ty) = e¥ka, e*ty = ae® +C
y(0) =1ger C=1—a,say=a+ (1—a)e *. Vilkoret y(1) = 2 ger slutligen e * = 1 och
dérmed

1 Ly
y=at-a(y)
Pa lang sikt aterstar gransvirdet a av det inléarda.

(a) Koden svarar mot iteration av formeln
Tn4+l1 — Tp —

med f(z) =1+ze™*, f'(z)=(1—-x)e *, vilket ger en approximativ 16sning av ekvationen
14 ze™® = 0 med begynnelseviarde xo. Med derivatan underséker vi grafen till f - ett enda
nollstélle a < 0, vaxer till ett maximum i z = 1, avtar sedan mot 1. Darmed maste man vélja
xo <1, tex zp=0.



(b)

(a)

(b)

Begynnelsevérdesproblemet ar
y' =2y+2tyy, y(1)=0,5

INTEGRALKALKYLENS MEDELVARDESSATS: Om f &r kontinuerlig pa [a, b] sa finns det ett tal
¢ € [a,b] sadant att f; f(x)dz = f(c)(b— a).

Anvind Maclaurinpolynomet av grad 2 for cosinus: cost = 1 — % + O@th), sitt t = x*. Det

ger cosz* =1 — % + 0O(z°).
Enligt entydighetssatsen dr detta Maclaurinpolynomet av grad 8 for f(z) = cos z*. Da &r
f(S)(O) _ 1

8! 2
Teleskopsumma: delsumma N blir f(1) — f(IV), som &r konvergent om f(IN) har ett dndligt
gransviarde A, da n — co. Seriens summa ar da f(1) — A.




