MATEMATIK CHALMERS

Matematisk analys i en variabel Z1 (TMV135) 2007-12-21
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(a) Ansitt en partialbraksuppdelning: —— = — + ——,
z(x—3) = x-3
konstanterna bestdms: A = —1, B = %
Vi fér/ﬁ de=—ghnfe] + 3 lnfe—3[+C = ;|22 4 C
Svar: 11n\ﬂv_3|+C'
3 T

(b) Vi gor variabelsubstitutionen v = sinz, du = cosx dx:

1

Svar: arctan(sinz) + C

2 Los begynnelsevirdesproblemet

Y +ay=az,  y0)=7

En linjar ODE av 1:a ordningen - vi kan anvidnda integrerande faktor: e

. 22
Jede _ 0% i multiplicerar

bada leden med denna och far:

(Fy) =e%a
ezy=e?2 +C
22
y=14+Ce 2, y(0)=7=C=6

Denna ODE #r ocksa separabel, och kan dérfor dven 1osas med metoden for sadana.
2

x

Svar: y=1+6e™ 2

3 Bestdm volymen V' av den kropp som bildas da det dndliga omrade som begrénsas av x-axeln och grafen
till funktionen y = z(1 — ) roterar

a) runt x-axeln, b) runt y-axeln

(a)

Tvirsnittet av rotationsvolymen vinkelrédtt mot z—axeln dr en cirkelskiva med radien z(1 — z).
Enligt skivformeln &r da volymen

1 1
V:/ 71'(27(17.23))2 dm:w/ (2% — 22° + ") dac:Tr(1 — 1Jrl): .
0 0 3 2 5
™
Svar: —
var: oo
Har anviander vi metoden med cylindriska skal. En smal strimma pa avstandet x fran y—axeln,

hojden z(1 — ) och tjockleken dx genererar vid sin rotation volymen 27z - (1 — ) - dz. Addera
alla sadana bidrag till en integral:

27r/01x2(1—x) dx:ZTr/Ol(xQ—x3) do=om(l_Ly_T

Har kunde vi anvént skivformeln och integrerat i y—led. Tvérsnittet blir da en cirkelring med
innerradien r = % — 4/ % — y och ytterradien R = % + i — . Arean blir 7(R? —r?) = 7/T — 4y,

som integreras fran y = 0 till y = i.

T
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var: -



4 Beridkna den generaliserade integralen

o0 1
/2 ey

Vi borjar med en partialbraksuppdelning:

1 1
m(m2—1)_m’(1:—1)(:c+1)_x+:c—1 z+1

Konstanterna bestéms till A= —1, B=1, C =1, savifar:

/R¥ dx = [fln:v+ lln(xf 1)+ 1ln(ar:Jrl))]R = [fln
o w(x2—1) 2 2 2 L2
Nu later vi R — oo och far den generaliserade integralens virde:

*° dr 1 1.3 1. 4
—  gr=_-lnl-:In>=0+-In=
/2 2@z 1) Wty =0tging

Svar: = 1In

N =
Wl

5 Ber#dkna gransvirdet
2z 3
lim (e 1) In(1 4+ z°)
z—0  x2(1 — cos 3x)

Vi anvinder foljande Maclaurinutvecklingar: e* med ¢ = 2z, In(1+t) med ¢t = x>, cost med t = 3z. (Se
formelsamlingen!) Med resttermer i stort ordo-form far vi:

(€*® —1)In(1 + z3) _ (22 + O(x?)) (2 4+ O(2®)) _ 22% + O(x°) _ 2+ O(z) . 4
9

22(1 — cos 3x) 22(B22 1 O(z1))) %% L O(a8) 5+ O(a?)

da x — 0.
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6 Los differentialekvationen
y// _ 4y/ + 4y _ 621

Vi bestdammer allménna losningen till motsvarande homogena ODE, hittar en partikulérlosning till
den icke-homogena. Summan av dessa ger allménna 16sningen till den senare.

Vi bérjar med den homogena ekvationen, vars karakteristiska ekvation &r r? — 4r + 4 = 0, vilket kan
skrivas (r — 2)? = 0. Med dubbelroten r = 2 &r allménna l6sninge y5, = (C1 + Cox)e®”.

Hogerledet i var ODE ér en losning till den homogena ODE:mn (Cy = 1, C2 = 0). Vi har alltsa en
resonanssituation, och for att hitta en partikulédrlosning provar vi med y, = az?e®®, som inte ingar i
yn. (Man kan dven siitta y, = ze>” och senare ta stéllning till hur z ska viljas). Vi deriverar 2 ggr och
sétter in i ODE:n:

(2a + 8ax + 4az’) — 4(2ax + 2az) + 4az®)e*” = **
1
2 2z _ 2z _ =
ae e’ a=g
‘TQ 2z
Yp = o€

Vi adderar y5 och yp.

2

Svar: y = (C1 + Coz + %)e%



7 Nér ett radiokativ isotop (nuklid) sénderfaller &r sonderfallshastigheten proportionell
mot den kvarvarande massan av nukliden. Vi har ett radioaktivt #mne I med massan z(t)
vid tiden ¢t och med proportionalitetskonstanten a. Detta d&mne sonderfaller till ett &mne II
med proportionalitetskonstanten b, och vars massa r y(t). Vi antar att nukliderna har samma
atomvikt (t ex B—sénderfall) och att massférindringar p g a sméa energiéindringar forsummas.
Bestdm funktionen y(¢) om z(0) = A, y(0) = B. Betrakta bara fallet a # b (realistiskt!),
och ange dessutom villkoret for att &mne II till en borjan okar sin massa.

Sénderfallshastigheterna motsvarar derivatorna x’(t) och ¢/ (t). Vikan ddrmed formulera sénderfallsmod-
ellerna som tva ODE (dér vi antar att @ > 0, b > 0, annars motsatt tecken):

/
T = —ax
vy =ax — by

—at —at

Den forsta har losningen z(t) = Ae (integrerande faktor e®'), s& den andra blir ¢’ + by = aAe

med l6sningen

aA —bt
b—a"

(integrerande faktor e, villkor y(0) = B). For att avgora nir dmne IT kan 6ka i massa, deriverar vi
och far y'(0) = aA — bB. Detta visar att dmne I 6kar sin massa i bérjan d& och endast d& a4 > bB.
Detta villkor kan ju ocksa inses mera direkt!

efat_"_(B_

aA
b—a

aA

5 o)e "', amne II tillvéixer initialt dé och endast da aA > bB.

efai_*_(B_

Svar: y(t) =

8 a) Serien
S
n=1
ar konvergent med summan s. Vad betyder det?

b) Bevisa att fljden av termer {a,} i en konvergent serie har griansvirdet 0 da n — oo.

¢) Begynnelsevirdesproblemet

’ Y
= , 0)=1
V= y(0)
ska 16sas approximativt med Eulers metod.

Ange det virde metoden ger for y(1) om steglingden i z—led #r %

R

(a) Se Adams sid 480, definition 3!
(b) Se Adams sid 483, sats 4!

Y
Vi bérjar med a =0, y(0)=1: y(0,5)~1+31-1=2
Nu tar via=0,5 y(0,5)~ 3: y(1)~

Svar: y(1) ~ 1,875




