TMV135 2009-08-21 Losningar

1. Bestim den 16sning till differentialekvationen 3’ —y = e*
som uppfyller begynnelsevillkoret y(0) = 0.

Multiplicera bada leden av denna linjara differentialekvation med den integrerande faktorn e~
och skriv om vénsterledet som en derivata:
ey —y)=e"Te" & (e77y) =1 & ey=2+C < y=(x+C)e”

y(0)=0=C=0 Svar: y = xe*
2. Bestdm den l6sning till differentialekvationen % = 2%y som uppfyller begynnelsevillkoret
y(1) = 1.

Differentialekvationen ir separabel (men ocksa linjdr). Man kan skriva om den sa hir:
d d
Y — 22 dx och 16sningen ges da genom integration: / Y _ / 2*dr +C
Yy Yy
SUS z3 1
< Inly| = 3 +C & y=C'e3 Begynnelsevillkoret ger C' = e 3.

3. Los begynnelsevirdesproblemet y” — 3y’ +2y = €5 y(0) =2, ¢/'(0)=1

=

Vi bestimmer allménna losningen yj, till motsvarande homogena ekvation 3" — 3y’ + 2y = 0 och
ddrefter hittar vi en 16sning y,, till den vi har. Alla 16sningar till den senare kan da skrivas v, + y,.
Karakteristiska ekvationen 72 — 3 4+2 = O har rotterna r = 1, r = 2, varmed y;, = C1e” + Coe?®
Ansitt y, = Ae®®, vi fir da y)) — 3y} + 2y, = 124", varfor A = ; och y, = 5¢7*.

Allminna 16sningen ér alltsd y = C1e® + Coe?* + 1—12659"’ . Begynneslsevillkoren ger slutligen

Ci=2, Co=0. Svar: y = & (e* + e5%).
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4. (a) Berﬁkna/ 2x arctan x dx.
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(b) Berikna / —dx
4 \/Vxr+1

(a) Anvind partiell integration:

1 1
/ 2x arctan x dz = [PI] = [z% arctan 2]} — /
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:E—[x—arctanm](l): (l—z):f—l
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(b) Substituera hela rotuttrycket (annars gar det att substituera en rot i taget):

9
1
——de=t=1/Vr+1, =t —1)%, dx = 4t(t> — 1)dt } = Nya griinser!
/‘*W {3\/ (- 1) (P~ 1)dt} =Nya g
t 2 8
= [ 4*—1)dt = |4(= —t =—
/\/g( ) [(3 )]\/5 3




5. Betrakta funktionen f(z) = (1 — cos %) In(1 + 23).

(a) Bestim Maclaurinpolynomet av grad 15 till f.
(b) Beriikna derivatorna f (™) (0)for1 <n <15

(a) Tabellen 6ver Maclaurinutvecklingar sdger:
cost=1—5 4+ 4 0(t5 och In(1+t)=t—2 +L 4+ 0t
Sittin t = 23 i dessa utvecklingar och vi far:

f@)=(1—(1-L+2 10@@®)) (@ -2 + 2 1 0('?) = & — 22 4 22 L O(218)

Maclaurinpolynomet av grad 18 ir alltsa "2—9 — XTH + Xsi + O(x'8).

(b) Genom att jamfora koefficienterna i Maclaurinpolynomet ovan med det generella uttrycket

.. (n) o .
for dessa, dvs ! n'(o), far vi:

90 1 f0P0) _ 1 990 _ 1

ol T 2 120 — T 4 15! 8

Svar: £9)(0) = %!, £12)(0) = —172!, £(15)(0) = 1?5!. Ovriga sokta derivator dr noll.

6. Kalkylen

/1 2 [ 1 } 1 1o, _ 4
_— €Tr = _— = —— — = — —

1 (22 4+1)2 204+ 11-1 3 3

ir uppenbarligen felaktig, eftersom integranden dr positiv. Vad ir felet?

Hur borde man ha behandlat integralen och vad blir resultatet?

Felet bestar i att integranden dr odefinierad i z = — % For att kunna ge integralen en mening, maste

vi dela upp den i tva: en frin x = —1till z = —5 och en frin z = —% till x = 1. Dessa bada
integraler &r alltsa odefinierade i varsin dndpunkt och maste betraktas som eventuella grinsvirden
av integraler med samma integrand och med en griins a som inifran intervallet ndrmar sig — 1
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Aven den andra delintegralen blir divergent. Den givna integralen #r alltsé en divergent integral.

7. En kropp fyller upp omradet x +y + 2 < 1, x > 0, y > 0, z > 0, dvs tetraedern med horn i
punkterna (0, 0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).
Kroppens densitet i (x, %, z) ir z kg/m?>. Berikna dess massa.

Snittet genom kroppen pa hojden z ér en triangel mellan x-axeln, y-axeln och linjen z +y =1— 2

)2 . . . o e
(rita!). Dess area ar %, och den har konstant densitet z. Massan av en sddan triangel dr dirmed

M och hela kroppens massa blir da integralen

1 2 1 2, .3 2 3 4
z(1—2) z2—22°+z 24 20 zZ7t 1 1
L dy = —dz=|=——=4+ =] == Svar: 55 kg.
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8.

3
(a) Beriikna integralen | z(3—z)e® Y@ =2) dz approximativt med trapetsmetoden, tre delin-

0
tervall. Ingen feluppskattning krévs.

[e.9]
(b) Visa att serien Z(ai 11— a3) ir konvergent om och endast om lim a,, existerar.

1 n—oo
n=

(a) Med f(x) = integranden ovan ger trapetsformeln med tre delintervall:

I=L(f0)+2f(1)+2f(2)+ f(3)=2(0+2-2+2-240) =4 Svar: 4.
N
(b) Delsumma nr N ir en teleskopsumma: Z(aiﬂ —ad) = a?vﬂ — a3
n=1

Serien ir konvergent om och endast om denna delsumma har ett griinsvirde. Eftersom a3 ir

konvergent om och endast om a,, dr konvergent, sa dr pastaendet sant!




