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1. (a) Berékna/ xsinx dx
0

/4 (1 + cosz)sinx

COS T

dx

(b) Berakna /
0

(a) Anvand partiell integration - ta primitiv funktion tidin = och derivera i andra steget

™ ™

w/2 by /2 g
2 2

/ rsinx dr = {x(—cosx)} —/ 1-(—cosz)dr =0+ [sina;} =1
0 0 0 0

Svar: 1
(b) Har tar vi istallet variabelsubstitution:
/4 (1 i V5, 1+t
/ (1+ cosz)sine drx = {t =coszx, dt = —sinzdz} = —/ﬁ(—i_)dt =
0 cos ¥ 1 t
1
1 1 1 1 1 In2 2-+v2+1In2
(7+1)dt:[lnt+t] =1-h—+—4=)=1-—4+—=———
/;5 t = V2 V2 V22 2
2—+v2+1In2
Svar: \/;Jrn

2. (a) Bestam den Idsning till differentialekvationgn= zy som
uppfyller begynnelsevillkoreg(0) = 2.

(b) Begynnelsevardesproblemgt= z2 + 42, y(0) = 1 &r betydligt svarare att I6sa.
Gor inte det, men visa hur man approximey@l%) genom att anvanda Eulers
metod med steglangd = % Du behover inte rakna fardigt slutvardet, ange bara
det uttryck som du skulle matat in i exempelvis en minirdknare.

2

(a) Ekvationen &r linjary’ — zy = 0 med den integrerande faktoed(—%) 4 — ¢~ %

Vi multiplicerar bada leden med denna och far
2 2

e 2y —2y)=0 & (e zy)=0 & e zy=C & y=Cez
Slutligen ger begynnelsevillkorgi{0) = 2 attC' = 2.
(Ekvationen ar aven separabel, och da I6sningen0 inte ar intressant har, kan vi skriva

1 . 1 22
@y/ = x och |6sa den enllg}/ ; dy = /xda: +0O) Svar: y =2e7

1

19 med Eulers metod:

(b) MedF(z,y) = 2% + 2 far man, om steglangden Ar=

1

y(h) = y(0) + hF(0,y(0)) = 1 + 10(02 +1%) =1,1
| nasta steg:
y(2h) = y(h) + hF(h,y(h)) =~ 1,1 + ! ((i)2 +1,1%) = 1,222 Svar: 1,222
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3. LOs begynnelsevardesproblemet
y'+y== y0)=y(0)=0

Vi bestammer allméanna I6sningep till motsvarande homogena ekvatigti+ vy = 0 och darefter
hittar vi enl6sningy, till den vi har. Alla 16sningar till den senare kan d& skrivas+ v,.
Karakteristiska ekvationer? + 1 = 0 har rotternar = +4, varmedy;, = C cosz + Cy sinz
Ansétty, = Az + B, vifarday, +y, = Az + B, varfor A =1, B = 0 ochy, = =.

Allmanna I6sningen &r alltsga = = + Cy cosx + Cysinz.  Begynneslsevillkoren ger slutligen
Ci=0,14+Cy=0. Svar : y = x — sinx.

4. Berakna den volym som erhalls d& omradit isom begransas av kurvgn= z2,
z-axeln och linjenz = 2, roterar kringy-axeln.

Om vi anvander cylindriska skal ser det ut sa har:
V= f0227rx-ydx = 27rf02x3dx =8m

Om vi istallet vill anvanda skivformeln, far vi integrergdled. Integranden blir arean av en cirkel-
ring med innerradien och ytterradier?:

V= [o(m22 —ma?)dy = [ (4 —y)dy = 8

Svar: 8w

5. Berakna gransvardet
i Inv1+4 22— (1 —cosz)
1m

2—0 (ex? —1)sin®z

Tabellen éver Maclaurinutvecklingar sager (observeraaitl + 22 = 1 In(1 + 2?)):
In(l1+t)=t— % +O0(t*). Medt =z?farviln(l + 2%) = 2? — & 4 O(29).
et =1+t+0(t2). Medt=a2farvie” =1+ 22+ 0(z?).

Vi uttrycker nu vart brak med hjélp av dessa utvecklingar och Maclatrauklingarna awin x
ochcos x:

In(1+a2) — (1—cosz) 32 -5 +0@%) - (1—(1-% +2 +0()))

(er? —1)sin? N (1+ 22+ 0(zt) — 1)(z + O(x3))?
_ _%4""%"’_0(566) __%+O(x6)_—g+0(x2)_>_i dd z—0
(@224 0@Y) (22 +0(xY) 2t 025 14+ 0(2?) 24




6.

8.

For vilka x ar
oo 2n+1xn
n—1
n=2 3

konvergent och vad blir summan for dessa x?

Serien kan skrivas (om vi bryter Gf;”—z):

812 & <23;>n—2 _ 82 & (233)”
3 3 3 3

Nu ser vi att vi har en geometrisk serie med kvo o (detta kan forstas ocksa upptackas genom

att man skriver ut nagra av de forsta termerna), da vet vi att denekgekar om och endast om
27 3 1 o o 82 .

’?) <l e |z|< 3 med summan—-_. Vi multiplicerar slutligen in faktorn? och far:

3
2

3 8
Svar: Konvergent for |z| < 3 med summan3 $2
— 4L

. En rak cirkular kon med basradie = 2 och hojdH = 2 ar fylld av tva material.

Fran basytan till halva hojden ar densiteterlarifran till spetsen ar densitetep.
Hur Iangt fran spetsen befinner sig kroppens tyngdpunkt?
(Egentligen ar svaret oberoende av vardefpdm H = 2 ar givet.)

Vi lagger x-axeln langs konens symmetriaxel med spetse# i0 och basytan i = 2.
Tyngdpunktens x-koordinat ar nu
_ foz xdm(x)

Jy dm(x)
Vi beréknar férst namnaren, som ar kroppens massa. Obsentdr@gnittet vinkelratt mot x-
axeln ar en cirkelskiva med radien Déarmed ar volymen av en tunn skiva med tjocklék
lika meddV (z) = w2%dz och massan &lm(z) &r densiteten ganger denna volym. Eftersom
densiteten ar olika i intervallej, 1] och[1, 2], maste vi dela upp integralen i tva:

T

2 1 2 1 8 1
/ dm(z) = / 2pma? dx + / pra?dr = 2pn~ + pr(s — =) = 3pm
0 0 1 3 3 3

Nu tar vi taljaren pa precis samma satt (men med en extra fakitoitegranden):

2 1 2
1 16 1 17
/ xdm(x) = / 2pma du +/ pradde = 2pm— + pr(— — =) = )
0 4 14 4

0 1
Slutligen far vizy = L
J T 3pr 127

, 2 ¢2 17TH
Allmannare, om man har radigi och hdjdenH sa far man svaretﬂ, oberoende aw.

o o e 17
Svar: Tyngdpunktens avstand fran spetsen av konen aﬁ

(a) Formulera Integralkalkylens huvudsats (med férutsattningar!).
(b) Bevisa Integralkalkylens huvudsats.

oo
(c) Vad menas med att seri@ ay, arkonvergent och vad menas med seriepgnma?

n=1

Se laroboken, avsnitt 5.5 sats 5 och 9.2 definition 3!




