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Kapitel 1

Summa

1.1 Summasymbolen med exempel
Syftet med nedanstaende, ir att visa (1.9) pa sidan 8.

Ex. vis dr

) K% ={betyder} = 12 + 22 + 37 .

Z kallas summasymbol, & kallas 16pande, 1 undre och 3 6vre index. k loper alltsa
genom alla heltal mellan undre index 1 och 6vre index 3.

1.1.1 Summasymbolen

Definition 1.1  For m < n definieras

"
Z ay = dpy + A1 + A2 + ot ap2+t a1 +ay (} i}
k=m

menas summan av alla termer a;, ddr k& gar genom alla heltal mellan
k=mochk =n.

m dr undre index, n 6vre index och & lopande index.

Om m > n definieras vinsterledet i (1.1) som 0.

Exempel 1.1  Ex.vis dr

4

och X
T:=Y 2"=242"+224+2%.
k=0
Antal termer i dessa summor 4r 4 — 1 4+ 1 = 4 respektive 3 — 0+ 1 = 4. Efter-
som det dr lika ménga termer i summorna, kan vi skriva termerna under samma
summasymbol. Forst forskjuter det 16pande indexet i den fGrsta summan:

och sedan skriver vi
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Exempel 1.2

Att kunna multiplicera in ett tal ¢ (héir c= 3) i summan eller alternativt bryta ut den
dr en av tva linearitetsegenskaperna for summor. Den andra 4r den som illustreras
i foregdende exempel.

Teorem 1. 1 Foljande Linearitetsegenkaper gdller

n

n n
Z ar+by) = Zak+2bk,
k=1

k=1

n=12,.. (1.2)

n it
ank = cZak.
k=1 k=1

Kommentarer

e En term i summan a; kan ses som en funktion av det l6pande indexet eller
variabeln k. Man kan skriva a(k) "a av k" istillet for ay.

e Med funktiombcgreppet och med funktionne x* =: f(x) kan vi fi foljden
f(i)=1,i=1,2,.... En foljd skrivs som
(f(@)iy eller (a)i_, (1.3)

mer om foljd senare i samband med serie.

e Fn summa kan da skrivas

1.1.2 Tre summor

Detta kan man bevisa och/eller motivera. Vi borjar med att motivera (1.4) och
dérefter visar vi (1.5).

Exempel 1.3

. .
H B
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Vi ser i figuren, att 1 +3 +5 = 3%, summan av de 3 forsta udda positiva heltalen ér
lika med 32. P.s.s. forstdr man att summan av de » forsta udda positiva heltalen ér
lika med .

3=2-2—1ochS5=2-3—1. Exwisédr 11 =2-6—1 och 11 &r det 6:¢ udda
positiva heltalet. Summan
50
1434 +5+...4+97+99 = }: (2k—1) = 507 = 2500,

k=1

eftersom 99 =250 — 1 #r det 50 :e udda positiva heltalet. Vi far ett mer allmint
resultat, ndmligen

14345+ +@2n-1)=Y k-1 =n*, n=123,.. (14

Exempel 1.4  For att beriikna

n
Si(n):=Y k=1+42+4+34+4+...+(n—1)+n,
k=1

utnyttjar vi (1.4).

+2n-1) -1+ 2n-1)=2-(1+243+..+(n—1)+n)—-1-1-1,,,,~1-1=

n termer

n+n_ n(n+1)
==

Si(n) =

(1.5)

]
Exempel 1.5 Vi beriiknar S (n) for ndgra olika n m.h.a. identiteten i (1.5).

| n 1 2 3 | 4
R (+n 1, 2-2+1) D 3-3+1) A 4-(4+1)
m

Vi skall hirleda formler for
14+243+..+(n=2)+(n—1)+n= ) k=:S(n) och (1.6)
k=1

P22 434 (=24 (n— 1) 42 =Y K= 85(n). (1.7)
i
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dér vi redan taget fram formel for (1.6). Vi tar fram en formel for (1.6) genom att
summera tva sddana summor sa hir.

281(n) = 14243+...+n-2)+(n—1)+n+

= (n+1)n<=
) C(n+ ) 1,
Si(n) = 5 =n ian (1.8)
Vi visar nu (1.8) men pa ytterligare ett sétt.
1 n
Sa(n)=S(n—1)=n"=) (F—(k-1?) =Y (2k-1)=
k=1 k=1

1 1
281(n) —nsom ger S| (n) = 5n2+ .

Vi ser att vi ocksa har bevisat (1.4). For att fa en formel for (1.7), borjar vi med att
n

1

alltsa att

1 1 1
Sa(n) = =n’+ znz + e (1.9
Kommentarer
e Bade (1.8) och (1.9) kan faktorupppdelas.
1 1 1(n+ 1 1 1 1 DH(2n-+1
Sy (n) = §n2+§n: n(n; ) och S5 (n) = §n3+§nz+€n: n(n+ )6( n+1)
e Med .
Sa(n) =) k* a=0,1,2,3,...
k=1
kan man visa att
Sa(n) = ¥ k% = cq i1 T+ cqqn® Fcaa 1 n® A cgan
k=1
. . 1 1
for konstanter ¢qj, , j = 1,2,...,0— 1,00 med o1, = oY och co o = 5
Foro =3 idr
4 3 2
s HY n oom
So(n) =83(n) =-n"(n+1)" = T3t T
1
ddr vi ser att ¢4 3 = — och ¢33 = 5

e Speciellt ser vi att

e Observera att ¢g. 1, OCh Co o Stdmmer for o0 = 1 och o0 = 2.



Kapitel 2

Integral

2.1 Integralens definition och enkla exempel

2.1.1 Integral m.h.a. summor

1y

1
'
/ x“dx
Jo
Vi beskriver 1den med funktionen f(x) = x*, som integreras over intervallet {x :

hirleds pa sidan 8.
Vi far alltsa en undersumma till integralen som &r

n—1
,-.-;--):j (k/n)Ax = ka/n -------- =Y (k/n)*- =
,,,,,,,,,, k=0
_______ 1, 1 (=12 (n—=1)2 n—1\
"n_»;,k n3 ( 3 2 6 )"
(1-1/n)* (1—1/n)* 1-1/n
3 2n 6n? 3
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10

En oversumma

T
— .A./\_n)r +
AT~ _
5 - I [ -
5 2 = + -
u._m 3 = & | _
= L - _
H;HM W/ lmqar
& > I
E T o -
— N B A i
2 I -
5 S ___
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Definition 2.1  Givet en begrinsad funktion f(x) pa ett kompakt in-
tervall [a,b] och en indelning av [a,b] i delintervall [x;_1,x], k=
1,2,...,n. Lat vidare ux < f(x) och d; > f(x) for xp; < x < x for

U, = Z (xk —xk_l) -uyg och 0” = Z(Xk - Xg—1) - Ok 2.1

en undersumma respektive dversumma till f(x) pa intervalllet [a,b)].

Kommentarer

Observera att U, < O,, for alla under- och dversummor. Det giller t.o.m. att
U/n < Om m,n = 1,2, 3,

Att precis ett tal, i detta fall talet 1/3 ligger mellan alla dessa under- och
1
Oversummor, sdger att integralen / x*dx existerar och antar virdet 1 /3.
0
Aven om man inte har lika ldnga delintervall Ax = 1/n, s kan man visa att
det bara finns e tal mellan alla under- och 6versummor, ndmligen talet 1/3.

Funktionen f(x) ér integrerbar dver intervallet [0, 1], i Riemanns mening.

1 [? f(x)dx, si kallas [ for integraltecken, a undre griins, b 6vre grins, f(x)
integrand, x dr integrationsvariabel och dx differential.

Definition 2.2  Givet en begrinsad funktion f(x) pa de kompakta inter-
valllet [a,b]. Om det finns precis ett tal / mellan alla under- och 6ver-
summor, d.v.s.

U<I<O

for alla undersummor U och &versumor O, s siger man att f(x) ir
integrerbar (i Riemanns mening) pa intervallet [a,b]. Man betecknar
integralen

b
I= [ f(x)dx (2.2)

Teorem 2. 1 Om f(x) dr kontinuerlig pa [a,b, sd dr f(x) integrerbar
ddr.

2.1.2 Integralkalkylens medelvirdessats I

Teorem 2. 2 Antag att f(x) dr kontinuerlig pd intervallet [a,b] (a < b).
Dd finns et . a < & < b, sadant att

[ 1= o-a)se) @3

Bevis:
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f(x) antar ett minsta vérde och ett storsta virde fui, respektive fiax, enligt Satsen
om minsta och storsta virde,d.v.s.

fmin < f (X> < ﬁnax .
Da ir
. éb
(b— a)fmin < / f(x)dx < (b — a)fmd)\

eftersom VL och HL &r under- respektive éversumma. Genom att dividera med
b —a i samtliga led erhalls

1 b S
fmin < m / f(«’c)dx =1y < fmax .

Enligt Satsen om mellanliggande viirde, finns & € |a,b] sddant att f(§) =y, d.v.s.

1

&=

[ rax

Genom att multiplicera med b — a 1 bada led f6ljer likheten.

2.1.3 Integralkalkylens huvudsats (5.5)

For en kontinuerlig funktion f(x) pd intervallet [a,b] giller

' / b fx)dx = ' / c‘f (x)dx+ ( / ’ f(x)dx (2.4)

fora<c<b.

Teorem 2. 3 Vi definierar
Rox) = [ f(ods 2.5)

for en kontinuerlig funktion f. Da dr Fj(x) = f(x).

Bevis:
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X
Ur figuren definierar vi "areafunktionen” / f(t)dt =: Fy(x), som arean mellan
Ja

X-+Ax
Re+8) R0 = [ fldi = fE)Ax

enligt Medelvirdessatsen, sd att

Fo(x+ Ax) — Fy(x)

-]

Om nu Ax — 0, sa kommer f(§) — f(x), p.g.a. kontinuitet. Alltsd har dven HL
ett griansvirde och det maste vara Fjj(x) eftersom mittenledet ir differenskvoten for
f(x), d.vs.

Y = R) 2.6)

Definition 2.3  En funktion F(x), sddan att F’(x) = f(x) kallas primitiv
funktion till f(x).

Vi behdver en hjilpsats innan vi bevisar nista sats.

Teorem 2.4 Om F\(x) och F>(x) dr primitiva funktioner till f(x) pa

Bevis:
Bilda funktionen G(x) := Fy(x) — F>(x). Vi visar att G(x) dr konstant. Vi har att
G'(x) = f(x) - f(x) 0.

Tag tva olika x—virden, x; och x; i 1. Vi visar att G(x1) # G(x) dr omojligt. Da
finns, enligt medelvirdessatsen, & mellan x; och x;, sddant att

G(x1) = Glxz) = (x1 —x2) g(§)
men g(§) =0 och x; —x; # 0, sd att G(x) = G(xa).

Kommentarer
o I gjilva verket har vi ekvivalens:
F(x) = F(x) <= Fi(x) +C = F(x)
for nagon additiv konstant C.

Lat nu F(x) vara en primitiv funktion till f(x) i (2.5). Med konstruktionen av area-
X
funktionen som Fy(x) = / f(t)dt, ser vi att Fy(x) ocksé ér en primitiv funktion

till f(x). D4 ér alltsé 1*()()“—2— C = Fy(x) for nagon konstant C. Vi siitter x = a. Da
ir Fy(a) = 0= F(a)+C,saatt C = —F(a). Diarmed dr Fy(x) = F(x) — F(a). Sétt
nu x = b. Da far vi Fy(b) = F(b) — F(a), d.v.s.
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Teorem 2. 5 om f(x) dr en kontinuerlig funktion i intervallet [a,b] och
F(x) en primitiv funktion till f(x), sd dr

/ f@)dx = [F(x)] = F(b)~ F(a). 2.7)

Kommentarer

1. Begreppen under- och oversumma fungerar dven om f(x) < 0, helt eller
delvis i integrationsintervallet.

2. Om integranden f(x) < 0, bidrar detta med en "area" < 0. Integral #r "area
med tecken".

3. Ett intervall, sdsom [a,b] dr slutet och begrinsat och kallas kompakt. Man
kan bevisa att en kontinuerlig funktion f(x) &r integrerbar. For detta krivs
ett axiom.

4. En funktion F(x), sddan att F'(x) = f(x) kallas alltsd primitiv funktion till
'%

f(x). Ex.vis édr F(x) = % en primitiv funktion till f(x) = x%. Aven F|(x) =
3

3~ 2 ir det. T sjdlva verket ges alla primitiva funktioner till f(x) = x* av
Y +C, dédr C 4r en konstant.

b
5. (a) / f(x)dx kallas bestdmd integral.
a

(b) / f)x)dx kallas obestimd integral och betyder alla primitiva funk-
tioner tll £(x).

6. Alltsd dr / f(x)dx = F(x)+C, dédr F(x) dr en primitiv funktion till f(x) och
C en godtycklig konstant.

n—1

1 .
Exempel 2.1  Givet summan S(n) := Z —————. Ar det en under- eller &ver-
an+jo/n

summa till nagon integrand? Vilken #r i sa fall integranden och x—grinserna?
Berikna ocksa (i sa fall) lim S(n).

n—r

Losning: Summanden (d.v.s. en term) &r

o 1 1
n+j2/n n 14 (j/n)?
1
dir vi har brutit ut 1 /n = Ax och far f(x) = s j=0,1,2,...,n—

1 och med delintervall med grinser x; = (j)/n och Xjp1=(j+1)/n, j=0,1,2,...,n—
1. I'intervallet med grénser x; och x; dr summanden f(j/n) > f(x). Alllsa r
1 ;
summan en oversumma till integralen Int, T2 dx. En primitiv funktion till f(x)
X
ar F(x) = arctanx. Alltsd ér

n—1 1
. 1 | ! ,
i ¥ e =l e = e tanly =
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[
1
Exempel 2.2  Berikna integralen / xdx.
—1
Losning: Vi utnyttjar att integranden &r Y
en jamn funktion. Med f(x) = x? kan detta
uttryckas som att f(—x) = (—x)* = x*> =
f(x). med ex.vis med dito primitiv funk- y=o2
tion F(x) = % blir integralen
391
x 2
d 2/ x=2|=| =..==. -1 1
/w Ix dx=2 [ xPdx = { 3 J 3
m

I foregéende exempel dr integranden jamn och integrationsintervallet symmetriskt
(kring origo).

/4
Exempel 2.3  Beridkna integralen / sin® xdx.

—n/4

Losning: Aven om vi kanske inte kan ta fram en primitiv funktion till inte-
granden sin® x, kan vi #ndd beriikna integralen. Integranden ir udda och integra-
tionsintervallet symmetriskt. Att den dr udda innebir att

g(—x) :=sin’(—x) = (—sinx)’ = —sin’ x.

Da dr integralen = 0,

Exempel 2.4  Berikna integralen...

Exempel 2.5  Givet funktionen /2 =: f(x).

(a) Beriikna /( N f(x)dx.
)

(b) Bestim alla primitiva funktioner till f(x).

(c) Bestiim en primitiv funktion till f(x).
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Losning:
(a) En primitiv funktion F(x) till f(x) & F(x) = —2-¢ /2. Detta ser man
genom att derivera funktionen F(x) = —2-e /%
./ e e —x/2 . (- 8 e ¢ L“'o o
F'(x) 2 e . (—1/2) {och alltsa} = f(x).
yttre derivata jpre derivata
2

Kommentarer

e Det giller att kunna skilja péa de tre olika fragorna i exemplet ovan.

e Vi ser att det ir bra att (I) skriva om integralen och/eller integranden innan
integrationen

e och direfter (I1) ta fram en primitiv funktion och till sist
o (III) forenkla/skriva om svaret.

e Vikan l6sa (a) genom att byta plats pa undre och 6vre griins, och byta tecken
pa den primitiva funktionen.

(/OQ«IL‘(X)C{X:IV """ 2.¢” X/z]ZZQ[e """ x'/z]():2(e """ 02 ¢~ 2/2>:2<1 """ l>

4

e Alternativt kan man byta tecken redan pa integranden och ddrmed plats pa
grinserna (Jimfor med forra punkten).

. d
Exempel 2.6  Berdkna / —x.
J x

Losning: Integranden ir x~!, en potensfunktion. En primitiv funktion borde vara
—1+1
by

—1+1
ten —1. En primitiv funktion r da In |x].

men detta fungerar bara om exponenten # —1. I just detta fall dr exponen-

d
Svar: / L e |x| 4+ C, dir C dr en godtycklig konstant.

e

Kommentarer

e Man kan gora foljande omskrivning.

dx . . .
/ S x| +C = In|x| +In(e®) = In kx|
J x

dir k = €% .

som f(x) = — inte dr definierad for x = 0 (en "singularitet").
X
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2.1.4 Integral tolkad som area

rent geometriskt.

V2
Exempel 2.7  Berikna / V2 —x2dx.
Jo

Losning: Vi har kurvan

08
061
041

02

IAX

Ytan #r en kvarts cirkelskiva med radie r = /2. Arean ir alltsi

1 s T
A= — -Tr° = — a.e.
4 2

=
2.2 Primitiv funktion till olika funktionsklasser
2.2.1 Primitiv funktion till/integral av potensfunktion
Mer allmint ér
.,(fl*{‘l
T +C, n# -1
/fwz ! (2.8)

Exempel 2.8
x -+ 5x* ' 3/2 1/2 3/2
/ G dx = /(\/;Jer” )d.x‘::/XJ derS/x* dx =
X
2,53/2 5/2 2:3/2 )
= x3 +5.2.£§M+C: XS +2.x92 4 C=

2
= Eﬁﬂ@m+n+c

dér C &r en godtycklig konstant.



18 KAPITEL 2. INTEGRAL

2.2.2 Integral av exponentialfunktion

Vi har redan integrerat en exponentialfunktion i exempel 2.5.

Exempel 2.9  Bestim en primitiv funktion till (a) f(x) := ¢**, (b) g(x) :=3-2%

Losning: (a) Vi antar forst att k # 0.
) | . 1
/ flx)dx = Z ¢ 4 C sa att en primtiv funktion ir F(x) = T P

For k =0 dr f(x) = 1, sa att en primitiv funktion ir F(x) = x.
(b) Vi skriver om funktionen sa att basen blir e.

3.0% -3 .exan

ddr In2 = k som i (a), sd att en primitiv funktion dr — - 2*
m
2.2.3 Integral av trigonometriska funktioner
Exempel 2.10
Funktion En primitiv funktion
cosx sinx
. 1
sin2x ) cos2x
tanx —In|cosx|
1 +tan’x = 5 tanx
cosZx
) I4+cos2x sin2x i X
CO8° X = —————— + =
2 4 2
|

Exempel 2.11  Bestim en primitiv funktion till cos® x =: h(x).

Losning:
cos® x = cos®x- cosx = (1 —sin®x) cos x.
Vi ser att cosx dr derivatan till sinx. En primitiv funktion ges av
. sin” x
H(x) = sinx — T

ty nér vi deriverar H (x) far vi

sin®x .2
-cosx = (1 -—sin“x)cosx.

Att det ta fungerar beror pa att den inre derivatan ir cosx och cosx finns som faktor
till integranden.

|
I princip klarar man att integrera/bestdmma primitiv funktion till alla udda potenser
av sinx och cosx pa liknande sédtt. Om en jimn potens av sinx eller cosx ir inte-
grand, klarar man det med trigonometriska omskrivningar, ex.vis

5 I+ cos2x
COS X — ?



2.3. DERIVATA OCH INTEGRAL 19

2.2.4 Linearitetsegenskaper hos integralen

Teorem 2. 6 Dessa egenskaper dir

/ (f(x)+g(x))dx = / fx)xdx+ / g(x)dx och / kf(x)dx =k / f(x)dx
' ' 2.9)
om f(x) och g(x) dr kontinuerliga. och géiller diven for bestimd integral.

Kommentarer

e Likheterna for obestdmd integral tolkas som "likhet sanér som pd en additiv
konstant.".

e For att bevisa den forsta identiteten (likheten), 1at F(x) och G(x) vara prim-
itiva funktioner till f(x) respektive g(x). VL idr da alla primitiva funktioner

HL ir F (x) + Cy + G(x) + C.
Det ér klart att VL och HL., d.v.s.

F(x) + G(x) +C och F(x) +C; + G(x) + G

dr lika séndr som pé en konstant.

2.3 Derivata och integral

Exempel 2.12  Med f(x) = x* ir F(x) = % en primitiv funktion. OM vi deriverar

F(x) far vi tillbaka f(x). Om vi integrerar

X 13 A+ .)C3—(l3
(x) /Qtdz [BL 3

och direfter deriverar far vi

d d [* dx—a
—F(x)=— | fdt=— = .
ot ) dx/(, dx 3

Exemplet ovan visar att

d v m
Elﬂwmﬂw (2.10)

Exempel 2.13

d re d 2
an J T = ";H/ F()dt = —f(2) - 2x.
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Kommentarer
e vi har alltsd att

e Om deriverar forst och sedan integrerar:

/ %f'(x) dx= [ f/(0dx = fx)+C. @11)
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2.4 Integraler forts

2.4.1 Variabelsubstitution

Exempel 2.14  Integralen

1
/sin3.>cdx = -3 cos3x+C.

Denna kompensation for den inre funktionens derivata (Hér = 3) har vi gjort tidi-
gare.
Man kan ocksa "substituera", som innebdr en "omskalning” med ett byte av vari-

. o 1 . .
abel. Vibyter: 3x=¢. Dadrx = 3 -t = x(t), d.v.s. vi kan se x som en funkion av
variabeln . Genom att derivera fir vi
dx 1 dt
/
s —==dr=—,
®) dt 3 3

Vi byter konsekvent x mot ¢ 1 integralen:

g dr 1 1 1
/ sin3xdx = / sint; =3 / sintdt = 3 cost +C = — 3 cos3x+C,

dér vi 1 sista ledet har bytt tillbaka till x.
For att 16sa en bestdmd integral, med samma integrand ex.vis

"TL/6
/ sin 3xdx
0

kan man bara sitta in dessa "x—grinser" i den primitiva funktionen, alltsa

0

‘7{/6 ] 75/6 i l i
/ sin3xdx = [—~ cos 3x} = {knep} {— cos 3XJ = —(cos0—cos(3-1/6))) = =.
0 3 . T3 3 3

Man kan ocksa byta till t—grinser. Variabelsubstitution forutsitter att x ir en funk-
tion av ¢. I stillet for att derivera, s differentierar man. 1 exemplet ovan innebir
det att

/6 )
/0 sindxdx = x—granser 0 m/6 -
t—grinser 0 3.-m/6=m/2
/2 1 w2 ] ,
= ——/ sintdt = 3 [—cost]y’ " = =(cos0—cos(n/2)) = =
0 3
]
Exempel 2.15
/sin3x(1x = /(l ------- cos®x) sinxdx = {cosx =t — dt = —sinxdx} =
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Vi visar 1 foljande exempel, att vid ett variabelbyte (subst.) ricker det med att den
"gamla" variabeln (hir x) dr en funktion av den nya variabeln.

5
Exempel 2.16  Beriikna integralen / xdx med substitutionen x = x(t) = t? — 4t +5.
i

Losning: Vi fir att dx = (2t —4)dt. Grinsbyten: Med x = 1 far vix(¢) = 1> — 41 +
S5=1<t=2 Medx=>5farvix(t)=1>—4t+5=5«1t=0ellert = 4. Vilken
av de tva Ovre x—grinserna skall man ta? Duger bada? Vi berdknar motsvarande

5 0
/ xdx = / (2 — 4t +5)(2t —4)dt = ... = 12,
J1 J2
men dven med den Svre r—grinsen = 4 ger
5 4
[ wdx= [ —ar5)@0 -4y = .. =12
1 2
[
X
Exempel 2.17  Bestim en primitiv funktion till g(x) = .
P b W=
Losning:  Sitt /1 — x? = ¢. Hiir dr ¢ en funktion av x och inte vice versa.
dx 1 2t tdt

- ==x=v1—-12= = > dx=—

= (-2 — .
dt 2v/1—1+2 (=20) 21 —1¢2 V1—1t?

Insatt i x—integralen far vi

Exempel 2.18  (a) Vi deriverar arcsinx och far =
—Xx

(b) Bestdm nu en primitiv funktion till . Vi ser att uttryckena i (a) och

1
V2x — x2

(b) innanfdr rottecknena liknar varandra. Vi kvadratkompletterar under rottecknet.

sa att

d d.
/ s / = {x—l=tex=r+]l=dv=dt} =

2x—x2 1—(x=1)2 =~ '
dt . .
1 = arcsint + C = arcsin(x — 1) +C
L —1

Svar: En primitiv funktion till —== dr arcsin(x — 1).

2x — x*
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o
Exempel 2.19 Vi deriverar nu F(x) = In|x + vx? + 1].
Losning:
1 2x 1 X2+ 14x 1
F'(x)= . ( 14 ) ------- MGN e
® x+ V241 2VxZ+1 { },1 +VEe2+1T Vel Va2l
|
De tva sista exemplen ger oss mojlighet att integrera vissa rotfunktioner.
) 1 .
Exempel 2.20  Vivetatt D arctanx = ———, s3 att
X241
\ 1 1 a
D arctan = C—
ctan(x/a) 1+ (x/a)? a a®+x*
Integralen
3 dx 3dx 3
={a= == x/3)g=
/) X249 =la= T3 / 2+32 3 arctan(x/ o
1 I n =
3 (arctan 1 — arctan0) = 3111
Denna integral kan man dven 16sa genom V.S.
|

b
Definition 2.4  Givet den bestimda integralen / f(x)dx med a < b.

s a
En funktion x = x(¢) &r en variabelsubstitution, om x = x(1) : [0, B] >
[a,b], x(a) = a, x(B) = b och X/(¢) dr kontinuerlig. Om o > B beaktar
man istillet intervallet [, ol

Teorem 2. 7

b p
/f(x)dxn-——./a Flx(e))x (t)dt (2.12)

Kommentarer
(2.12) garanterad.

e Motsvarande likhet finns for obestdmd integral och bevisas genom att de-
rivera bada led m.a.p. 7:

och
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242 VS.r=tan(x/2)
Denna V.S. fungerar pa raionella funktioner i cos x och sinx. Vi far ¢ = tan(x/2) <=

2dt o
x = 2arctant -+ Cp, som ger sambandet dx = — . Vi far vidare att

t-+1
sin och cos -7 (2.13)
SHLX = ch cosx = . )
rr2 ™ 1 +12
Exempel 2.21
(a) Ex.vis blir
dx 1+12 2dt dt -
peeed . oz s :i - C :1 Re /2 """" (1
/ sinx 2t 142 /, njt| n|tan(x/2)| 4

(b) lintegralen nedan kan vi byta griner

/7‘/2 dx { x -~ grinser T/3 T/2 }_

n/3 sinx t —granser tan(n/6) = 1/v/3 tan(n/4) = 1

p

1 dt .1 1
= /}/\/57 = [Ent;i/ﬂ::ln} —In(1/V3) = 51113.
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2.5 Mer om integraler

2.5.1 Avrea mellan funktionskurvor

Losning: Vi bestdmmer skidrningspunkternas x—kooordinater mellan kurvorna.
flx)=glx) &x=1lellerx=2

Arean, sanir som pa tecken, ges av

2

(f(x)— g(x))dxz[.%x ------- % ------- 2111)(] =3(2-1)— 5(22 ------- 12)—2(In2 - lnl):% ------- 2In2.
i

2
J1
Detta tal dr > 0. Alltsd dr det arean mellan kurvorna.

A | Y=sW)

Kommentarer

e Om, som i exemplet ovan, griinserna inte dr givna, sd ir det skdrningspunk-
ternas x—koordinater som dr integrationsgrinser. Man behOver inte veta

b
vilken funktion som &r storst i intervallet. Att Z:= [ (f(x)—g(x))dx <0

a
betyder att f(x) < g(x) for a < x < b. Man svarar da givetvis med —Z efter-
som —Z > 0.

o [ vissa uppgifter kan x—gridnserna vara givna, och om inte, si ridknas de ut
som 1 exemplet ovan.

e Om tva funktionskurvor korsar varandra i det inre av integrationsintervallet,
géller det att veta vilken funktion, som #r storst i respektive delintervall.

ges arean #nda av samma integral, som ovan. Detta inser aman genom att
man "lyfter upp" bada kurvorna lika mycket, sa att bada kurvorna hamnar
ovanftr x—axeln 1 integrationsintervallet. Dett gbr man genom att addera en
tillrdckligt stor konstant C till bada funktionerna. Arean dr da

b

a= "G+ [(ewrn= [ (0 +e g +par= [ (70— g0a.
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2.5.2 Partiell integration

For att integrera en produkt av funktioner anvinds partiell integration. Man utnyt-
tjar da derivata av produkt.

Exempel 2.23  Betim en primitiv funktion till (3x+ 1)e™/2.

Losning: Detta 4r en produkt av tva funktioner. Vi skall utnyttja det vi vet om
derivata av en produkt, ndmlingen

D(u(x)v(x)) = o/ (x)v(x) +u(x)V'(x).
Vi integrerar nu bada sidorna och far
u(x)v(x) = / "(x)v(> aLH—/ u(x)V (x)dx & / u' (x)v(x)dx = u(x)v(x) — /u(x)v’(x)dx.

Vi far en bekvimare formel/identitet om vi siitter u(x) = F(x) och v/ (x) = F/(x) =

| /ﬂf‘<x>g<.x->dx — F(x)g(x) — [ Fl)g (. (2.14)

Kommentarer
e Termen F(x)g(x) kallas "utintegrerad" term eller del.
e Samma identitet giiller for bestdmd integral.

e Naigra rdd: Antag att p(x) dr ett polynom.

a FOr
coskx
p(x)- < sinkx , vilj p(x) = g(x).
o
n FOI'

x) - {ln(kx) , vilj p(x) = f(x).

arctan(kx)

I detta exempel viljer vi alltsd g(x) = 3x+ 1. Vi far
/(%v+] /2 g = (x4 1)(— /3 e 2dx=...= 22 (3x 4 7)4C,

s& att en primitiv funktion r 1 —2(3x+7)e ™/

1
Exempel 2.24  Beriikna integralen / xarctanxdx.
0
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Losning: Vi ridknar forst utan grinser.

x? 1 , 1
/ xarctanxdx = — arctanx — — / Pl dx =
. 2 2. X

x? ---i---l
e arctanx > / dx+ — / dx—

”

=2 arctanx a + ! arctanx +C
) 2 2° ’ '

Motsvarande bestdmda integral &r alltsa

) 1
< 1 b 1
K%—i—E) arctan x — ﬂo = Z(n—Z).

=
Exempel 2.25  Berikna / VX% + 1dx.
Losning:
1-Vx2+1ldx=x-Vx*+ —/
frv v A
\//\2— / X +1 dx dx —
Vx4 Vx2+1
2/ Va4 ldx=xvVx2+1—-In(x+Vx2+1)+C&
1
/ ﬂ+(hz§@wmku_mu+ ﬂ+g+q.
=

Exempel 2.26  * For att integrera ¢* sinbx, med a # 0 och b # 0, kan man vilja
ex.vis sinbx = g(x). Vi far

P o
/ Ysinbxdx = — sinbx — / bcosbxdx =
: a Joa

e e o 5
= — sinbx — | — bcos bx—/ —(—=b"sinbx)dx | =
2

a a*
ax e b? ’

= — sinbx — — bcoshx — — / e sinbxdx <=
a a az .

a?

b2 P P
= (1 o} —) / e™ sinbxdx = — sinbx — 5~ bcosbx <=
a a

. a2 P e
/ e sinbxdx = ——— | — sinbx— —-bcosbhx | =
ac+b- \_ a a

e

oy (asinbx —bcosbx) +C.
)
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|
2.6 Rationell integrand; Generaliserad integral
2.6.1 Integration av rationell funktion
Om f(x) = % ddr T'(x) och N(x) ér polynom, sd kallas f(x) en rationell funk-
tion. Ex.vis dr
fl) =241, 800 = 2x1_1

. ’ 2 ; o ’ °
rationella. Polynomet f(x) =x>+1= ‘]—“ och alltsd en kvot mellan tvad polynom.
Vi utvecklar en sadan funktion enligt foljande schema.

e Om grad T'(x) > grad N(x), s& polynomdivision (pol.div.)
e Om grad T'(x) < grad N(x), sa uppdelning i partialbrak (PBU)

For att ex.vis bestdimma en primitiv funktion till en rationell funktion maste den
alltsa utvecklas.

Exempel 2.27  En funktion sdsom f(x) = = l har hogre grad pé tiljaren 4n pa
.

ndmnaren. Den utvecklas med polynomdivision

2x2+1.
x—1 "
2x+2
P4+l |x—1
—(2x% —2x)
2x+1

X 2
sa att Al 22x+2+i,.
X 1 X

2x—3
Exempel 2.28  Funktionen g(x) = """21";“_’"5““ har ldgre grad pa tdljaren 4n pa ndmnaren.
X X

Nimnaren kan dessutom faktoruppdelas som x* + 3x = x(x+3). DA delar man upp
funktionen g(x) i partialbrak (partialbraksuppdelning, PBU). Man ansitter

2x-3 A B . ., A(x+3)+Bx
A — {likndmnigt} = o2 2%
X2 +3x  x +x+3 {liknamnigt} x(x+3)

g(x) =

Genom att jimfora och identifiera tdljarna 1 forsta ledet (VL) och sista ledet (HL)
far vi
VL HL A=—1
X 2 = A+B &
1: =3 = 3A B =73
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2x—3 3 1
Dirmed dr g(x) = ———— = — — . Ex.vis dr
8(x) x243x  x+3 x B

2x—1
= m i partialbrak, som foregaende

2x—1 A B (A+B)x+2A+B
24+3x+2 x+1 x+2 24+3x+2

Detta ger ekvationerna

' 2=A+B A=-3
=
N —1=24+8B B=5

5 3
saatt g(x) = P A Nu kan man bestimma en primitiv funktion till g(x).
”1—‘ > ) dx=5lnjx+2|=3Inx+1|+C
/QOMX_/ x+2 x+1 * =3 jx+2[ =3l 1]+

Alltsa dr en primitv funktion 5Injx+ 2| —31In|x+1].

Exempel 2.30

3x+1
Bestim ¢ imitiv funktion till f{x) = ———.
(a) Bestidm en primitiv funktion till f (x) 2 (x n 1)

Losning: Graden av téiljaren dr 0 < 3, som dr graden av ndmnaren. Alltsd
PBU. Vi ansiitter da
Ax+B C A B C
x  x?

= F
x? x+1 x+1

eftersom regeln &r att tiljaren skall vara (minst) en grad ldgre dn ndmnaren.

2
term 1 HL. kan litt integreras. For att bestdmma konstanterna A, B och C gor
vi likndmnigt 1 HL och jamfor tdljarna i VL och HL.

3x+1 Ax+B C

flx) = 241 K2 x-+1

Nu kan man inte direkt ta fram en primitiv funktion till

men varje

B Ax? +Ax+ Bx+ B+ Cx*
N x*(x+1)
VL HL
¥: 0 = A+C
x': 3 = A+B
2L 1 = B
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ViserattA =2, B=1o0ochC= 2. Alltsa ar

2 1 2 X 1
F(x)dx = - — dx =21 ——4C.
/f(x) g / (.X’+X2 x+1> t n(x+l> x+C

1
En primitiv funktion dr ex.vis F(x) = 2In ( a ) ——.
X

(b) Bestim alla primitiva funktioner till g(x) = —

Lésning: Med en liknande ansittning far vi

) 3x+1 Ax+B +C
X)) = g - —
& x(x+1)2  (x+1)2  x

i tva termer som litt kan

Men vi kan inte lika l4tt dela upp termen s

(x+1)2

integreras. 1 stillet for vi foljande omskrivning.
Ax+B  Ax+1)+B—-A A n B—A
(x+1)2  (x+1)2 x+1 0 (x+1)2

didr varje term litt kan integreras. Detta visar att anséttningen vid PBU kan
se ut sd hiir (med B — A bytt mot B).

3x+1 A B

L S e R P A

Likndmnigt och sedan genom att sétta tdljarna lika far vi

VL:s HL:s tidljares koefficienter
X 0 = A+4+C
= :2 =
xt: 3 = A+B+2C =A LB=2C=1
X0 1 = C
Alltsa dr
3x+41 X 2
-------- =] In(x+1)-—+C=In{ — | — C
/m)x G~ el )=t n(x+l> PER

For f(x) = Z,Eiz med N (x) =[T}_  (x—a;)", allaa; olikaochn; € Z och grad T <

grad N. Ansittningen vid PBU ser da ut sa hir:

j

fo=Y Yy — (2.15)

N coy 2x+1 . . .
Exempel 2.31  For att finna en primitiv funktion till ———=—— ser vi att vi kan f
o x2+2x+4
en logaritmisk och en arctan-term

2+ 1 2(x+1) 1
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Integralen av den férsta termen ir In((x+ 1)% +3) + Cy. Integralen av den andra
termen:

/ ! d 1/ ! d ! arctan (x+1)+€
—————dx =~ | ————dx = —=arctan | — >
S et TV Vi)

Svar: En primitiv funktion dr

2 x+1

Exempel 2.32  Berikna integralen / xz
0o x=+4

Losning: Integranden gar att dela upp i partialbrak sa hér

x+1 X n 1
244 244 2447

C 7 .. 1 .
Om vi deriverar F|(x) := In(x” +4) far vi F{ (x) = o -2x. Detta hjilper oss att
integrera den forsta termen. For den andra termen skriver vi

1 Lr dx 1
LN L Y e
/ 23497y Gl 1 arctan(x/2) +

1

2 x+1 1 ) 1
/0 :2;% Ix = [§~ln(x”+4)—§~arctan(x/2) O=

%m+mm)

2.6.2 Generaliserad integral
Om integrationsintervallet inte dr kompakt (slutet och begrinsat) eller om inte-
granden inte ir begriinsad i integrationsintervallet, kallar man integralen generalis-

b
erad. Betrakta / f(x)dx med a < b. Vi koncentrerar oss pa tva fall.

a

I a = —ooeller b = oo, d.v.s. obegrinsat integrationsintervall.
Il f(x) > doo, dd x —> ay eller x — b_.
4 dx

Exempel 2.33  Berikna integralen / —
Jo Vx
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Losning:
: . : | 8 .
Vi vet att f(x) := VAl dax — 04, d.v.s. y
integranden &r obegrinsad i integrationsinter-
vallet [0,4]. Vi loser likvil integralen med
primitiv funktion.
1/2 4 Jdx

F(x):)](%:%/)—c sﬁatt/o W:z[\/ﬂg:z.zzm

Att integralen existerar som reellt tal innebir
att integralen &r konvergent.

Exempel 2.34  Beriikna integralen
/ (Bx+ l)e‘x/ 2dx.
0

Losning: Man sédger att denna integral "dr generaliserad 1 oédndligheten". Vi
beriknade en primitiv funktion i1 exempel 2.23. Vi berdknar integralen Gver ett
intervall [0,5] och later sedan b — eo.

(och dirmed konvergent).

g
Exempel 2.35 Vi beriknar integralen | Inxdx.
0

Losning:
o1 - '] 1
Inxdx = {PL} = [xInx]} — / x-=dx=[xInx—x]} = 1In1—1—(0In0—0),
0 0 X

men vad dr 0In0? Svar: Detta uttryck ir inte definierat. 1 stillet skall vi berdkna
integralen, for a > 0,

1 ) 1 1 )
/lnxdx:{P.L}:@xlnx}i ------- /x-—dxzé:xlnx ------ Xl =1In1-1-(alna—a)

och sedan berikna lir(r} alna—a=0-0=0, ett kiint grinsvirde. Svar den gen-
a0

eraliserade integralen dr —1.

Exempel 2.36  Berikna den generaliserade integralen / g(x)dx, dér g(x) ér given
J1

i exempel 2.30.
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Vi sammanfor termer av liknande typ innehallande b.

b 2 b 1/b
2(x)dx = 1+In2———+1 L) =
/1 glo)dx et n(b+l 1/1;)
[ F1n2— —— 41 ! — 1+In2, dd b —
= n2-— n n a 5 00,
b+1 1+1/b ’

Svar: Den generaliserade integralen dr konvergent med virdet 1 +1n2.

|
Exempel 2.37  Berikna den generaliserade integralen
/‘ dx
r coshx
e e
Lésning: coshx = P sa att integralen kan skrivas
e 2dx . > 4dx
/ - = {symmetri} = =
Jooo €5 et 0 e +e
4e*dx . b T T
= /m = 425130 larctan(e*)]; =4+ (5 - Z) =T
o
Exempel 2.38  Beriikna den generaliserade integralen
4dx
Jrxt+47
Losning: Integrationsintervallet dr R = (—oc0, o0) och integralen betyder alltsa

/'°° 4dx

..... w Xt 47

Integranden &r en positiv rationell funktion. grad ndmnare = 4 > grad tiljare =0
och 4 -0 > 1, sa att integralen &r konvergent. Dessutom skall integranden utvecklas

med PBU. Forst en faktoruppdelning av nimnaren, hir m.h.a. kvadratkompletter-
ing.

Vi kan utnyttja att integranden 4r jimn ch integrationsintervallet symmetriskt och
far

A

/°° ddx > 8dx
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Alltsa ansitter vi

8 A-(2x+2)+B  C-(2x—2)x+D

A4 2 2x 42 X2 —2x+2

2Ax3 — 2Ax* +4A + Bx? — 2Bx+ 2B +2Cx> +2Cx* — 4C + Dx* +2Dx + 2D

(x2 —2x+2) (2 +2x+2)

Vi identifierar nu koefficienterna i respektive leds tiljare.

B0 = 24+2C XA = C

2 0 = -244B+2C+D __ x*: 44 = B+D=2B B =
x': 0 = -2B+2D \J:}.X‘I: B = D < A =
X 8 = 4A+2B—-4C+2D M 8 = 8A+4B=16A

Integralen ir alltsa

| : ;ﬁ% - E (In(® +2x+2) ~ In(x* — 2x+2)) +arctan(x+ 1) + arctan(x - 1>} =
= ,}En B In (M) + arctan(x+ 1) + arctan(x — 1)] : =
— In (W) —arctan(0+ 1) —arctan(0— 1) =
= %lnl + g -+ g % Inl- g*g =x.
=
Kommentarer

e Man kan genom att utnyttja resultatet i foregidende exempel, létt berdkna
get) dx

Jowxt 17

dx

e —1

Exempel 2.39  Betrakta den generaliserade integralen /
0

(a) Pa vilka sitt dr integralen generaliserad?

(b) Beriikna integralen.

Losning:  Sitt integranden till f(x) =

(a) Integralen dr generaliserad dels genom att 6vre griins dr e och dels for undre
grins x = 0 giller att f(x) — oo, dd x — 0.

(b) Vineridknar nu integralen och forsoker oss pa V.S

0
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med grinser
x—grinser 0 oo

t —grinser 0 oo

Integralen kan alltsé skrivas

/"” 1 2tdt 2arctan]s; =
o — wlarctant =T0.
o t 241 0

Betrakta integralen

/‘°° dx
IoxV/x%F 1

(a) For vilka reells o dr integralen konvergent?

Exempel 2.40

(b) Beriikna integralen for dessa .

Losning:
(a) Vikan jamfora integranden pa foljande siitt.
1 _ 1
X /X0 F 1 - xlte2
och integralen o
/3 xi+los,/2 dx

dr konvergent omm o > 0. Saledes ér integralen konvergent, om o > 0, enligt
Jamforelsekriteriet. For o = 0 far vi integranden
1
x-V2

som ger en divergent integral. For oo < 0 &r alltsd integralen divergent, teri-

gen enligt Jimforelsekriteriet.

(b) Vi berikna nu integralen for o0 > 0. Sétt ¢ = /x* + 1. Detta ger

och grinserna blir
x— grinser 1

t — grinser V2 oo

Integralen blir alltsa

| 1 , L= 2dt 1 t—1
—/ —-(12—1)‘/“"-%&:——/ it e
oJv2 aJvat-—1 o t+1

V241) o

In <ﬁ~1> ~~1-1n ([gﬂ) m—mg-'in(\/ﬁ )

1 _
lim —In —!mmlmﬁ-)— - m]_,
b—oo Q1 1+1/b o
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o d».
Exempel 2.41  Foljande integral f Xl =: [ dr icke-elementir. Det betyder att
Jo e —

en primitiv funktion inte kan uttryckas i elementira funktioner. Man kan dnda visa

att S
/‘” xdx T
0 e—1 6

° xd
Vad éir/ e = J?
Jo e +1

Losning: Vi skriver om integranden utom faktorn x, m.h.a. PBU pa foljande siitt.

1 1 A B

— = - .
e —1 (ex,/2)2 1 e?r—1 241

Genomt aqtt fora likndmnigt och sedan sitta tiljarna lika féar vi

))(",'/2‘ — A 1
e 0 A+ B " A =12
1: 1 =a-p (B =712

Alltsa dr

________ /°° xdx 1 /°° xdx 1 /°° xdx
Jo =1 2Jo e2—1 2Jo /241"

I de tva sista integralerna gor vi V.S. x/2 =t & dx = 2dt, som ger att

oo oo 7
1_./ 2rdt —/ 2L oy ear=1

o e~1 Jo e+1
Alltsd dr
II_ _/“” xdx _th
27T Ty el 12

Exempel 2.42 Vi visar nu, i en integral, som &vergar i en generaliserad integral,
vikten av att den nya variabeln dr en funktion av den gamla (Se exempel 2.16 sidan
22).

Beridkna integralen
4n dx

0 2-+sinx’

Vi vet att V.S. 1 = tan(x/2) gor att integranden blir en rationell funktion i 7, av inte

skriva integralen som

47 dx 2n dx

o 2-+4sinx Jo 2-+sinx

eftersom integranden har perioden 27m. Vi vet att for ¢ = tan(x/2) ir x = x(t) =
2arctant, (Se (2.13) sidan 24) alltsa att x dr en funktion av 7 for —oo < f < o med
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intervallet —m < x < 7. /U-\terigen gOr periodiciteteten for sinx att vi kan forskjuta
integrationsinvervallet fran (0,2n) till (=7, 7). Integralen kan alltsa skrivas

4n dx ) o dx ) T dx

= {t =tan(x/2)} =

Jo 2+sinx: 0 2+sinx: J_n2-+sinx
o0 1 2dt
z/ LI
Joeo s 2t 1241
241

Al dt o dt o dt
:2/ - ={KK}=2 :2-—/ =
cet? At 1 { oo (14+1/2)2+3/4 3 Jeo (2t /\/§ +1/ \/§)2 +1

— E . ﬁ arctan((2/vV/3 + 1,/\/5)} =

—0

2.6.3 Generaliserad integral forts

1
Exempel 2.43 Vi berdknar nu integralen / — for olika o For oo =1 farvi en
0 X

primitiv funktion Inx, sa att da integralen divergent. For a > 0 dr

-1 d,‘ 1 “1—0( t 1
Xz/ x " %dx = [r ] =——(1-d""%).
a . 1=

a x¢ 1—o

Omm 1 — o > 0, d.v.s. omm o < 1 dr existerar grinsvérdet

. . . . *dx .
Precis for dessa o dr integralen alltsd konvergent. For integralen / —» Ser vi att
1ox
vi far divergens om o = 1. Vi beridknar sedan

bax 1 b=

Ji X oa—1 o—1"

Detta uttryck har ett (dndligt) grinsvirde, omm o > 1.

| |
Vi kan sammanfatta exemplet ovan med att
td
(i) / —z ir konvergent < o < 1
0 X |
(2.16)

" dx
(i) / — dr konvergent < o > 1
X
b
Ett bra sitt att avgora om en integral / f(x)dx med a < b &r konvergent eller

a
divergent dr att berdkna integralen och pa sa sitt se vad man far ndr man later den

4
Exempel 2.44  Ar integralen
Jo x

konvergent eller divergent?
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2tdt och \/x = t. Griinserna drt =0 ocht =2.

4 dx 2 2tdt 2 dt ’
- =2 ——=2In(r+1);=2(In3—-In1)=2In3,
[) x+vx Jo 24t /0 141 (Do =2(In3 ~In1) "

och alltsa konvergent.

dx
Ve +1

Exempel 2.45  Ar foljande integral konvergent? /
Jo

b dx
Lésning: Vi har att / - existerar, eftersom integranden &r kontinuerlig 1
) JO Vx0+1

det kompakta integrationsintervallet [0, 1]. For [1,00) giller att

1 1 1
0< < ==
VAT T VA0 x32

= d
och integralen / T)/c?: dr konvergent (med ot = 3/2 > 11 (ii).) Alltsa ir den givna
rox

integralen konvergent.

I det sista exemplet jamfor vi med integranden 2 0 med —-, som ér
X 4+1 X/
storre och vars generaliserade integral dr konvergent. Da dr ocksd den ursprungliga

integralen konvergent, enligt jamforelsekriteriet.
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2.7 Volymberikning

2.7.1 Volym av vissa kroppar

Exempel 2.46 (Skivmetoden) Vi skall berdkna volymen av en rak cirkuldr kon

(x—axeln), samt x = 0 och x = & rotera kring x—axeln. Detta genererar en rotation-
skropp.
Dess volym fas om man "skivar"kroppen i, sdg n tunna skivor med tjocklek Ax =

i punkterna x = i Ax med med radie y = k (iAx) fori=0,1,2,...,n—1. Vidare

ar linjens riktningskoefficient k = "
1

Vi far di en undersumma (och p.s.s. en éversumma) och till stlut lata n —» oo, och
didrmed fa volymen av konen. Istillet skall vi mur resonera med infinitesimala,
dV och dx, d.v.s. volymen dV av en oidndligt liten cylinderskiva med odndligt
liten tjocklek dx. Man hoppar ddrmed Sver steget med under- och dversumma och
far direkt en integral for volymen, hir betecknad V. En sadan cylinderskiva har
volymen dV := my?>dx. Konens volym ir integralen ("summan" av alla dV)

3

h h hrry2 23]
v o= [ [waen [ (5) a=n (5) 5] -
Jx=0 Jo ™ Jo \h h 31,

B n(r>2 1’13_751"211
B h/ 3 3
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2.8 Volym och Areaberikning

2.8.1 Volym, skalmetoden

Exempel 2.47  Man kan dela in konen i koncentriska cylindriska skal parallela med
x—axeln.

alltsd integrera m.a.p. y, dir 0 <y < r. Integralen blir

) h h ny 2 1 2
2 ) — =Y ’:2 — 3 — ) — al
R/O y (h r}) dy ﬂ:t/() (r_\ y ) 375}1/

d.v.s. samma resultat som i exempel 29.

2.8.2 Areaavyta

Vi tar dterigen konen som exempel.

Exempel 2.48

Ett infinitesimalt ytelement ér har den infinitesimala arean 2myds, dér ds = /dx? + dy?.
Vi féar att konens mantelyta dr

h . 2 h2
:m-%/xdx:zn.;- 1+(') =V,
JO 1

h

2.8.3 Kurva och kurvlingd

Exempel 2.49  Berikna lidngden av kurvan y: x> (x,Inx), dir 1 <x <e.



2.8. VOLYM OCH AREABERAKNING 41

Losning: Kurvans ldngd idr

e e dv 2 e
L = ly= v:]dSZ/I \/H—(ﬁ) dx:/l A/ 14 (1/x)%dx =

VE T 1=1
— 2
e (‘» 3 ] X = te — 1 b tz
= / s dx = tdt = 2—d1 =
| X dx = : Jo 21
t-—1

Il
o
g=]

=

&

<
(—

|

ST
<
Ty
[3e)
ST
| [y
-+
-
Il
]
>
VR
[a—,
+
ol

1
“_1>d1:{PBU}=
P11 1 (t=1\]"

_ Ifm || =tz —)| =
[Ooalmas)ean (),
| I (b=1\ 1 fa-1

- VET- Vi) (m(""’m”) i (ﬁm}})) - (visa}

Ve +1+1
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2.9 Tyngdpunkt, troghetsmoment m.m.

2.9.1 Tyngdpunkt

Exempel 2.50  Givet tva punktmassor m; och my utplacerade pa en x-axel med
koordinater x; respektive x;. Bestdm tyndgpunktens x—koordinat xp.

Losning:
nm nip
L4 - >
X1 XT X2

Tyngdpunktens koordinat uppfyller
(xr —x1)my = (x2 —x7)my

elller ekvivalent
mixy -+ maxy

my +ny
alltsa ett viktat medelvirde av x; och x5. Om man p.s.s. sitt har en massa m
n

uppdelad i n delmassor Am;, d.v.s. m = ZAnzi, i koordinaterna x;, i = 1,1,2...,n
i=1

blir tyngdpunktens koordinat

Xy =
For en massa som &dr "kontinuerligt" utbreddd ldngts x—axeln dr tyngdpunktens

etc.)
1
xr = — | xdm.
m.

Exempel 2.51 Bestdm koordinaterna for tyngdpunkten for konen med konstant
densitet p given i exempel 29.

2
/
pV, ddr volymen V = rTl . Vi skall se volymen som en funktion av x. V(x) =

. 3
Ty X
3

Eftersom y = 7 sa dr

, ddr V(h) =V, d.v.s. volymen av (del-)konen dir hojden édr x och 0 < x < h.
r

Vi later K representera kroppens, d.v.s. hela konens koordinater. Vi skall 16sa

integralen / xdm. Vi byter variabel fran m till x.
K

2
dm=p (%) -x2dx.
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Vi skall alltsé 19sa integralen

/I.{xdm:/O.hpn(if./fdx:pn (%)2§ _ pn,:hz‘

Men detta dr tiljaren! Tyngdpunktens x—koordinat 4r

1 prrih? 3 pmrh? 3
m 4  pmrth 4 4

Tyngdpukten &r alltsa 1/4 fran konens bas.

Exempel 2.52  For en roterande kropp finns en rotationsaxel. Dess vinkelhastighet
(eller vinkelfrekvens) @ definieras som vinkel per tidsenhet. Jorden roterar kring

2n bis b

O=51h = 12 Y= 3500 s
Vi kan formellt definiera 46
W= — 2.17
dt ( )

dir ¢ dr tid och 0 4r vinkeln i radianer.
Goteborg ligger ungefir pa breddgraden o = 57°. Avstandet till polaxeln dr da
jordens radie r = 6400 km ganger cosinus for vinkeln. Alltsa rcos . Hastigheten
vpa denna breddgrad pé jordytan dr da

| |
Exempel 2.53  Rorelseenergin for translationsrorelse ir
2
Wiy == 2.18)

dir m dr kroppens massa och v dess hastighet. Vi skall beridkna rorelseenergin Wy, =
Wy t6r ett homogent klot med radie r, som roterar kring en axel (y—axeln) genom
dess medelpunkt. Vi antar att dess vinkelhastighet dr ®. Sambandet mellan en
punkts hastighet v och vinkelhastigheten dr v = wx, dér x dr punktens (vinkelrita)
avstand till medelpunkten (rotationsaxeln).

YA
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Vi tinker oss y—axeln som rotationsaxel med (konstant) vinkelhastighet ®. Punkter
pa cylindern med avstand x frin rotationsaxeln (y—axeln) roterar med hastigheten

W, = AWy = = p-2m-x-2v/r? — xX2wxPdx =
=0

2r 473 A 2 2
Wi,r = 210°p T Yot 3 t=p 33 O =m z .

Detta skriver man om sa att det liknar rorelseenergi for translationsrorelse, givet i
(2.18).

2
Uttrycket [ := % kallas kroppens (klotets) tréghetsmoment' m.a.p. en axel

(y—axeln) genom klotets medelpunkt.

Exempel 2.54  Hur mycket rorelseenergi Wy, har jorden? Antag att jorden har

konstant densitet.

Losning:
e Jordens massa m = 6- 10** kg.
Vinkelhastgiheten ir _2m /s
iieThastgrheten 243600

e Radien dr r = 6.4 - 10° m.

'Moment of intertia, /
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2mr?

o Troghetsmomentet dr / =

e Alltsa dr rorelseenergin

]

g-l-m-(:)zzz 1.6-10%° Joule.

kar =

45
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2.10 Lite om kurvor i planet

2.10.1 Parametrisering av en kurva

Exempel 2.55  Vibeskriver en tagresa med konstant hastighet 6ver Vistgotaslitten)
som (x,y) tagets positition (i nagot koordinatsystem) vid tiden ¢ (h), som (x,y) =
(x0,y0)+1(0, B). Vid tiden ¢ = O befinner sig taget pa stationen i GBG och vid tiden

(km/h). Dess fart dr |(a,B)] = V60?4 802 = 100 km/h. Kurvan (som hér ér en
linje) dr parametriserad med parametern ¢ (som hér 4r tid 1 h).

Exempel 2.56  Kurvan y = x* har x som parameter.
Kurvan (x(¢),y(t)) = (2¢,¢> — 1) kan ritas genom att sitta ut nigra punkter. Littare

x?
— — 1, allts& en parabel.
En cirkel kan inte beskrivas som en funktion y av variabeln x. Déremot kan den
bekrivas m.h.a. en parameter. Ex.vis cirkeln med medelpunkt i (1,—2) och radie 3
kan skrivas

(x,y) = (3cost+1,3sinr —2), 0<r<2m.

m
Exempel 2.57  Givet kurvan (x,y) = (f(¢),g(t)) = (cos’z,sin’r), 0 <t <2m.
a) Bestdm tangentens ekvation didr ¢ = /3
b) Skissa kurvan.
¢) Bertikna kurvans lingd.
d) Berdkna den area som den innestidngda ytan har.
Losning:
a)
/ i 2 .
g'(t) 3sin“tcost
k(t) = = = —tanf = k(n/3) = —v3.
() ey - 3sintcos?s an (/3) V3
) . 1 3V3
Linjen gér genom punkten (xo,yo) = (f(n/3),g(n/3)) = (g, %)

b)
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¢) Kurvans lingd dr

/2 - /2
I = 4/ (02 + g (1)2dr = 4 (9sin’rcos*t + 9sin® rcos? 1)/ 2dr =
JO 0

"R/2 = : /2
= 4 9sin“icoszidtu,/ sin2tdr = 6.
0 0

d)

1 1 3/2
A = 4| ydx=4 (1—x2/3> d
0 JO

/2 4 R
= 4/ 3cos tsin“tdt.
Jo

Nu ér denna integrals viirde densamma om man byter roller pa sin och
cos, Alltsa dr

/2 N /2
A = 6/ (cos*tsin®t +cos?tsinr)dr = 6/ (sintcost)?dt =
Jo Jo

32, 3 (2 31
= = sin“2tdt = — 1 —cos4 =
2/0 sin” 2z dt 4/0 (1 —cos4t)dt 3

Exempel 2.58  Ex. vis for ellipsen med medelpunkt i (x,y) = (0,0) och halvaxlar
a > 0 och b > 0 lings x— respektive y—axeln, kan man parametrisera ellipsens
ekvation genom

o
IA
-
IA
[3®)
A

y = bsint

Ellipsens lingd L ges da av

o df\? de\? o
I — / af (28 = / Vasint + b2 costdr .
Jo dt dt Jo
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Detta édr en integral, som inte kan 10sas med primitiv funktion uttryckt i elementira
funktioner, utom i fallet @ = b. 1 detta fall dr kurvan en cirkel. Man kan alltsd inte
fa ett enkelt uttryck for ellipsens lingd. Integralen kallas elliptisk integral.



Kapitel 3

Differentialekvation

3.1 Differentialekvation (DE)

3.1.1 Linjir DE med konstanta koefficienter av ordning 1

Exempel 3.1 For ekvationen y' = 2x méste y = x>+ C. Vi kan rita y for olika
konstanter C.

Vi sdger att y = x> + C ir 1osningen pa DE:n.

Vi kan faktiskt stélla ett (rand- eller begynnelse-)villkor pa den funktion som upp-
fyller DE:n, nidmligen att kurvan (x,y(x)) skall ga genom en specifik punkt, i detta
fall ex.vis genom (x,y) = (—1,2). Detta kan skrivas y(—1) = 2, som alltsa ir

2=y(-D)=(-1)+C=1+CoC=1sqatty=x*+1.

Detta villkor ger alltsa ett specifikt virde pd konstanten C.

Exempel 3.2  Betrakta DE:n y/(x) = —2y(x). Den ér av ordning 1, ty y’ dr den
hogsta derivatan. kan skrivas y' + 2y = 0 (dér vi undertrycker den oberoende vari-
abeln.) Den #r linjiir p.g.a. termerna dr y’ och 2y. En linjir DE kategoriseras
vidare.

49
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e Den ir har konstanta koefficienter 1 och 2.
. dy dy . - v .
e DE:n kan skrivas i —2y 4 — = —2dx. Vi har dirmed separerat vari-
X )
ablerna. DE:n ir separabel.

Vi kan 16sa DE:n (med variablerna separerade), genom att integrera.

Exempel 3.3 DE:iny -y+1/x=0, y(1) = 2 ér inte linjdr, p.g.a. termen y’ - y. Den
maste vi 16sa med variabelseparation.

, dx ' “dx  y* _
yoy=—l/x&ydy=——<%& /ydyz— / —@zzC—lnx¢>y=:{:\/?:\/C—lnx.
x . J ox

"oon

Randvillkoret y(1) = 2 ger att det endast dr "+" som giller d.v.s.

y=-+vV2VC—Inx, y(1)=2=v2/C—Inl=C=2.

Exempel 3.4  DE:n xy’ + 2y = —2x #ir inhomogen, pg.a. HL och har icke-konstanta
koefficienter (x framfér y'). Den gér inte att 16sa med ovanstdende metoder. I stillet
10ses den med integrerande faktor, 1F.

1. Dividera med x sd att koefficienten framfor y' blir 1, sd att man far

2
y+-y=-2
X

2
2. Beteckna koefficienten framfor y med f = f(x) = —.
X

x*y +2xy = —2x*. och VL = (x?y)’ samt HL = —2x°.

6. Integrera bada led:

> - 2x° C
x“y:—./szdx:C—T@)’:E—?.

Exempel 3.5  Los DE:n y/ (1) +2y(t) = 41>



3.1. DIFFERENTIALEKVATION (DE) 51

Losning: Vi har redan 16st y'(¢) + 2y(7) = 0 (Exempel 3.2), som &r en homogen

gen vy, till DEm y/(t) + 2y(t) = 4¢%. Den kommer att ing4 som en term i losningen
till denna DE. Den andra termen svarar mot det speciella HL 472 och kallas par-
tikuldirlosning (= y,). Detta ansiétter man med ett "matchande” uttryck. Eftersom
HL é&r ett polynom av grad 2 bor y, = At? + Bt +C. Insatt i DE:ns VL far vi

Genom att identifiera koefficienterna med varandra, far vi

A=2, B=-2, C=1ldvs. y,=27-2t+1.

Losningen pa DE:n ér

Kommentarer

e DE:n y/(r) +2y(¢) = 0 dr linjidr, homogen med konstanta koefficienter. Den
har en 16sning pa formen y = Ce', diir ndgon konstant r. Genom att sitta in
detta y i DE:n fir vi

V(1) +2y(t) = Cre" +2Ce" = Ce"" (r+2) = 0.

En tillimpning, fritt fall

Exempel 3.6  En fallande kropp med massa m, 1 vart gravitationsfilt paverkas
av dels gravitationskraften mg =: F| och luftmotstindet F>. Vi antar att den har
hastigheten 0 vid tiden r = 0. Vi antar att detta dr proportionellt mot hastigheten v.
D.v.s. Fy = —kv f6r en proportionalitetskonstant k& > 0 med positiv referensriktning
nedat.
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|

Fzz—kv

N\

Kropp med massa m

Fi=mg

Den totala kraften F' som paverkar kroppen dr da Fy — F; = F = {enl. Newtons kraftekvation } =
ma, dédr a dr kroppens acceleration. Vi far alltsa

Fy—Fy=mg—kv=ma<ma+kv=mg.
Eftersom a =V =V/(¢) dr detta en linjir DE , inhomogen av forsta ordningen med
konstanta koefficienter, som kan skrivas
mv +kv=mg, v(0)=0.

Den kan faktiskt 16sas med variabelseperation (P.g.a. att HL dr en konstant, d.v.s.
oberoende av tiden 7).

k
——t+Cy =Inlkv—mg
m '

= In(mg — kv) eftersom v(0) = 0.

Vi tar e upphdjt till bada led.

- o ”
Cle I\l/mzcze ”/'”zmg """ ky <>y =

—C
Ozmg 2<:>C3:mgs§attv:%-(l

Vissa nodviindiga egenskaper for denna losning

Vad hinder da ¢ blir stort, d.v.s. da r — o0? Da far vi grinsvirdet(grinshastigheten)
- mg o . ) . o e mg
[imv = 76 . Alltsa, i praktiken en sluthastighet som didrmed &dr v := 7}’ Den

f—yoo
beror pa kroppens massa och planeten jordens tyngdacceleration, samt pa "luft-
motstandskoefficienten” k. Ju storre den &r desto ldgre sluthastighet.
Accelerationen &r (per definition)

dv d mg

alt)=Vv'() = i {i detta fall} = pra

_ %(0 """ (E _e—kt,/m>> _ ge—kl/m )
k m '
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Speciellt drv/'(0) = a(0) = g, d.v.s. vid tiden ¢ = 0 har man accelerationen g, vilket
dr naturligt.

Vad blir accelerationen a(t), da ¢ kar? Vi later r — oo, Da far vi grinsvirdet a = 0,
d.v.s. kroppens acceleration gar mot noll. I praktiken uppnar kroppen ganska snart
en konstant hastighet och accelerationen blir (ddrmed) 0.

Definition 3.1  En differentialekvation av ordning » i en funktion y,
d"y )
, som hogsta
dx"

dr en ekvation som innehdller n :e derivatan y") (x) =

derivata.

3.1.2 Olika typer av DE

e /(1) = —2y(t) kan ekvivalent skrivas y'(¢) +2y(¢) = 0. P.g.a. att termerna ir
av typ Ay och By, sa kallas DE:n linjir.
P.g.a. att HL= 0 kallas den homogen.
Eftersom A = 1 och B = 2, konstanter, sd har den konstanta koefficienter.
Denna typ l6ses med karakteristisk ekvation.
Y

e DEmn y_3 +x = 0 dr inte linjdr (Icke-linjdr). Denna typ 16ses med variabelsep-
Ve

aration.
e DE:ny/(x) = —xy(x) kan skrivas y' -+ xy = 0 och ir alltsa linjir och homogen

e DE:ny'(x) = —xy(x) +x kan skrivas ¥ 4+ xy = x och r linjir och inhomogen
ty HL x # 0 med icke-konstanta koefficenter.

e DE:n y/(¢) +m?y(t) = 0 dr linjir homogen med konstanta koefficienter och
av ordning 2.

Samtliga DE ovan utom den sista dr av forsta ordningen eftersom den higsta ord-
ningen av derivata &r 1.

Exempel 3.7 Los DEnny -y+x=0.

Losning: Vi skriver DE:n sa hiir med atféljande omskrivningar som separerar
variablerna x och y.
dy

e > = X = ydy = —xdx
dx

Nu ér variablerna x och y separerade. Direfter f6ljer integration av bada led.

/ydy:—/xdxf‘:>y2:—.x2+(f<:>y:i C—x2.

Exempel 3.8
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Lésning: Denna DE kan 16sas med variabelseparation. Vi far

o

y X B
— = —xdx = Iny=C— 3®)’:ec

b) LOS DE:H yl (x) = e )(y(x) i X.

Losning: Vi kan skriva DE:n som

Den ér linjér, med icke-konstanta koefficienter (x framf6r y) och inhomogen,

p.g.a. x i HL. Den ir vidare av 1l:a ordningen. En sddan DE loses med

integrerande faktor (IF). Man ser till att faktorn framfor y' ér 1, vilket ir

fallet hdr. Funktionen framfor y dr x =: f(x). Man tar sedan en primitiv
?

v

funktion till denna F(x) = % Den integrerande faktorn ir

Man multiplicerar sedan DE:n med den integrerande faktorn.
2/ \ 2/
=2y +xy) =" 2.

VL ér dd en produkt av LF. ¢ /2 och den sokta funktionen y. D.v.s. Vi fir
ekvationen och foljande ekvivalenta ekvationer

2 / 2 2 2 2
(e’“ /2-y> =¢" /zx\’:,\exﬁ;v: /e’“’zxdxzer 2ice

3.2 De av ordning 2

Vi tar bar upp linjira DE av andra ordningen.

3.2.1 Linjir DE med konstanta koefficienter av ordning 2

Exempel 3.9 DE:ny” —4y = 0 ir en linjir, homogen, DE av andra ordningen med
konstanta koefficienter. Vi utgar fran att 16sningen &r termer pa formen y = Ce'*,
(om nu y 4r en funktion av variabeln x). Karakteristisk ekvation ir > — 4 = 0 med
rétter 7 = 2. Losningen till DEm édry = Cye® + Coe .

Exempel 3.10  DE:ny” +4y = 0 ir linjéir och homogen med konstanta koefficienter.

y = C1e+Cre ™ =( (cos2x +isin2x) + Co(cos 2x — isin 2x) =
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Exempel 3.11

ar k v, dzn k>0 dr fjdderkonstanten Newtons l\raftekvcltlon ger ma = —ky &

Zf y +k-y =0, en linjir DE av ordning 2 med konstanta koefficienter. Den
ar dessutom homogen (Inga utifran verkande krafter). Denna DE har 16sningen

k

y = Acost + Bsinor, dir > = — . Med begynnelsevillkoret y(0) = 0, d.v.s.
m

utslaget O vid tiden ¢ = 0 blir A = 0. s4 att

v = Bsinwr.

Exempel 3.12  Antag att y = y(¢) dr en funktion som uppfyller DE:n
Y'(6)+2y (1) +5y(1) = 0, ¥(0) = 0,)'(0) = 2.

Bestidm funktionen y!

Losning: DE:m dr av ordning 2, linjdr homogen och med konstanta koefficienter.
Dess karakteristiska ekvation, med 16sning, dr

P42r+5=0r=—1£2i.
Vi far 16sningen
y = CpelT1H2 L 01200 = {cos(—1) = cost, sin(—t) = —sint} =
= e " (Cy(cos2t+isin2t)+Cr(cos2t —isin2t)) =

= e "(Acos2t -+ Bsin2t).
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Rand- eller begynnelsevillkoren ger att

y(0) =0=Aoch
Y(0) =2=-A+B

sd att y = 2¢~? sint (Svar).

3.2.2 Inhomogen Linjiar DE av andra ordningen

Exempel 3.13  De:ny” +4y = 8¢  har en 16sning y som kan delas upp i en homogen-
och en partikuldrldsning. y, = Acos 2x + Bsin2x och y,, ansitter vi som y, = Ce?.
D4 blir ) = 4Ce*". Insatt i DE:n ger detta

i+ 4y, = 4Ce™ +4Ce™ = 8Ce™ = 8™ = C = 1.

Losningen pa DE:n dr ddrmed

y=yp+y,=Acos2x-+Bsin2x+ .

Exempel 3.14  Los DE:n

¥(0) =5,y'(0) = —1

Losning: y, = Acos2t+ Bsin2¢. Vi har tvé olika typer av termer i HL, sd vi tera
fram tva olika partikuldrlosningar.

yp, =Ae”’, ochy,, = Bcost+Csint.
Dessa sittes in en och en 1 DE:n med motsvarande HL.
Y (1) +4yp, (1) =Ae™ +44e™ =5¢" = A=1.

Y, (1) +4yy, (1) = —Bcost —Csint +4(Bcost +Csint) = 6sint & A=0, B=2.
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Kommentarer
e Observera att konstanterna A, B och C anviinds i olika betydelser.

e Vi ansiitter alltsd y,, = Bcost + Csint, dven om det bara &r en sin—term i
HL.

Exempel 3.15

En fijdder dr belastad med en vikt (kula) med massa m. Kulan och fjadern sitts i
gungning i lodrit ledd kring jimviktsliget y = 0 (som i exempel 3.11. Krafterna
som paverkar fjadern dr —k -y, dir k > O dr fjiderkonstanten. Newtons kraftekva-

tion ger ma = —ky < m- ‘l <3 +k-y =0, en linjir DE av ordning 2 med konstanta
koefficienter.

(a) Vikan tinka oss att fjadern+kulan utsitts av en yttre kraft Fy = ¢, d.v.s.

my” +ky=e

Funktionen y, som 16sning till denna DE, bestar av tva termer y;, = A cos o +

. k . .
Bsinor, didr ®® = — och yp = Ce™" och y, insatt i DE:n ger
m

mv ------ ky=(m+k)Ce™" =e¢" & C=

sa att

(b) Nu tédnker oss att vi har en yttre kraft 4msinor, d.v.s. av samma typ som en
term i homogenlosningen. DE:n dr

my" (t) + ky(t) = 4msin ot

k .
— vy +@*y = 4sinor.
m
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Att ansiitta y, = Cj cos 0f + Cy sin ot ger inget eftersom dessa termer ingdr i
yp. I stillet skall vi ta till en komplex metod med z = z(r) = x(¢) +iy(t) =

2

/i o
7+

z=4e, itttz = u- '™ .
Denna DE blir da
" (u (1) + 2ied (1)) = 4e™".
Dels blir det en DE av ordning 2 men utan nolltegradsterm och dels kan ¢'®/

DE av ordning 1.
e 2it

I/l(l‘)—m"f‘(fz—a.

; ¢y sin(ot) icy cos(mt)
2(t) = ul)e'” = —rn—r e
(1) u(t)e 2P +

ico sin( ¢
+icysin(®r) + 5o

2tsin(wt)  2itcos(mt
+ cycos(wr)+ sin( )_ it cos( )
o) ©

var imaginérdel &r

: 2t cos{wr
y=y(t) = Asinor + Bcoswr — w :
. . . . 2t cos(mt
som idr DE:ns I6sning. Observera att 1osningen innehaller termen — (—)(),
$)

som dr en obegrédnsad funktion i 7. Detta betyder att fjdder och vikt sviinger
allt hogre amplitud, da r okar.

Exempel 3.16  Givet DE:n
y// i 3}7! % 2y — 4e—x .

Los DE:n!

Losning: DE:n dr av andra ordningen, linjdr inhomgeon med konstanta koeffi-
cienter (1, 3 och 2). Vi delar upp y = y;, +y, Vi borjar med y,. Karakteristisk
ekvation ir

P43r42=0c>r=r=—1,r=r =-2,som ger yy, =Ae " +Be .

Nu till y,. Vi ser att HL ingdr som term i y,. Da duger inte anséttningen y, = Ce™".
I stillet (knep 2), sétt y = ¢~ - u, ddr u = u(x) dr en ny funktion. da blir
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Den sista DE:mn kan vi 1osa med I.LF.= ¢*. Multiplikation med denna faktor i den
sista DE:n ger

(€'u) = (4x+C)e" <= ¢'u= (4x+C))e* — /4cz‘dx = (4x+Cy)e" +C3.

Nu dr
y=e¢ " u=e P((4x+C)e" +C3) = (dx+Cy)e ™ 4+ Cze ",
| |
Kommentarer
e Givet en linjir DE
n
Y a3 =) 3.1
k=0

4, kan man visa, kan skrivas som ett polynom i D "ganger" v.
Da, k kan VL sk tt pol D"g "

(i ax '.I)A) y=p(D)y (3.2)

k=0

Med bytet y = ¢%*u kan detta VL skrivas

n
Y bl (3.3)
k=0
For att veta hur koefficienterna a; och by hiinger ihop, maste man skriva
d
y = & = Dy. Daidr
dx
Yy = Dy=¢€**(D+a)u
och allmént 3.4)

YO =pDFy = e(D4a)u, k=0,1,2,3,...

e Foren DE, som y"' + 3y 42y = 4¢™* kan VL skrivas
(D*+3D+2)y= (D+2)(D+1)y.
Med bytet y = ¢®y kan man litt 6vertyga sig om att DE:n:s VL blir

e (D+2+a)(D+ 1+ o)u.

e RADET ir att, for en linjir DE med konstanta koefficienter och ett HL
Ae’* som ingar som term i yj, sitt

y=¢e"u

o Sambandet mellan (3.2) och (3.3) dr

Exempel 3.17
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Reflexion av lodriit parallellt infallande stralar pa en spegel

Hur skall en spegel vara formad f6r att parallellt infallande stralar skall reflekteras
mot ett gemensamt fokus F'7 Detta dr ett klassiskt problem 16st redan under An-
tiken. Vi skall hdr komma fram till 16sningen via en differentialekvation.

y=y(x)

a,

el

I figuren ser vi att

200+ T/2 = Q.

Nu kan vi uttrycka tan o, 1 tano. Observera att tan o, dr riktningskoefficienten for

den reflekterade linjen. Och denna linje gar genom punkterna (0,F) och skirn-

ingspunkten med kurvan och alltsa genom (x,v). Denn linjes riktningskoefficent ér
Jy—F y-F

alltsa 0= . Vi far alltsd att
X

\) p—

F
tan o, = tan(200+ 1/2) = och tana =y

M.h.a. trigonometri skall vi uttrycka tan(20-+7/2) i tan o

"""" sin(200+7/2)  sin(2o+7w/2)  cos(2a)
tan(20+7/2) - = cos(20+m/2) cos(o+m/2)  —sin(2a)

y/Q -1
2y

Detta ger nu differentialekvationen

= oy =
X

” 2
P ) — F P— ) — F

) y Y F /() > e
2y" X : X

) F . .
Hir behvos ett knep. Sitt ) =74 y—F =xz=Yy =x7 +z Insattiekvationen
X

ovan, dir vi bortser fran "minus" 1 "4", far vi

dx dz "dx ©dz
!
xz+z=z+\/zz+1<:>-—:—-¢>/_.:/_—_
R VZ+1
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Vi loser dessa integraler.

Inx+C=In(z+V2+1) S kx=z+V2+1&

(kx —2)? = k3% — 2kxz+ 22 =2 + 1

s

Vi siitter in randvillkoret y(0) = 0, som ger

1
== 2 """ F """ 1 T e—
0=2k(0—~F)+1<=k 57

sa att ekvationen ovan blir

61
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Kapitel 4

Taylorutvecklingar

4.1 Taylorpolynom m.m.

4.1.1 Fakultet

0! =1, (ldses "noll-fakultet”). 1! =1. Vidare 4r2! =1-2=20ch3!=1-2-3 =6.
Allmiént forn=1,1,2,..,n' =1-2-2...- (n— 1) -n. Ex.vis dr 52! ~ 107 antalet
k—1)! 1

ordningar som korten i en kortlek med 52 kort kan ligga. Speciellt dr T "

4.1.2 Nagra funktioners kurvor och dito Taylorpolynom

Exempel 4.1

e Viritar funktionen y = f(x) = ¢* ochy = 1 +x for x =~ 0.

A
25’ Yy yzf(x):ex

63



64 KAPITEL 4. TAYLORUTVECKLINGAR

4.1.3 Hur man bestimmer ett sadant polynom

Exempei 4. 2 I den sista ﬁwmen kallar vi polynomet p, (x) Vi su att f(x) och p(x)

ar x =0 den punkt som vi 1denﬂﬁe1c1r funktion och poiyﬂom Polynomet dr ett
Maclaurinpolynom (utveckling kring x = 0), ett specialfall av ett Taylorpolynom
(utveckling kring xy.) Vi utvecklar

fx)

Jolx) + / ") = {PLY = fox) + [(¢ =21 (0], ~ / ) () =

JXn

JXo

2 X x (N2
{9.1.}:,f()(x)ﬂx-x@)f'(xﬂ)-F’ 2’“) ”’1)} +L %f”mm:

)+ ) o) + B W+ [ 5 L par - = {PL} =
- )31 —

= o)+ () )+ B g 2°> oo+ |30 } ------ [ -
_ N2 (e \3 X (4 N

= fol¥)+(x—x)f (X())wLWf”(XOH (Xz‘x;) J"m(?(o)—/t %fw(f)dﬁ

Vi féar for en funktion f(x) som &r n+ 1 ggr kontinuerligt deriverbar att

RERY
) - B 2'f0> +ot

(x— xe)

NERRY'
10 = flo) (x0)- X0

v
b B0 m>n+<—1>‘" [ e

— pulx) + Ralx).
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Exempel 4.3 Vi skall bestimma Maclaurinpolynomet for f(x) = ¢* av grad n.

F(0) = f1(0) = f"(0) = ... = fU(0) = 1. Allts& dr Maclaurinpolynomet
. 2 x3 X

Man kan fa en bra numerisk uppskattning av e. Sitt x = 1 och n = 2. Detta ger
2

pa(x) =1 4+x+ % och pa(1) = 2.5. Ps.s. dr pa(1) ~ 2.70833, pe(1) ~ 2.71806.
De forsta 100 siffrorna i decimalutvecklingen av e ér

e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966
967627724076630353547594571382178525166427...

Vi har att
2 553
X X" Xk
o= = Y =, (4.1)

2! n! T =k

Exempel 4.4  Vibyter x mot ixi(4.1). Vifarda

o cinx — 1 2 A e ©ox0
e = COSX 4 ISInx = _+2_3+ﬂ_"'+l A.—§+§—...

Detta ger alltsa Maclaurinserierna for cosx och sinx (Identifiera realdelarna med
varandra och p.s.s. med imagindrdelarna.)

Exempel 4.5

a) Bestim Taylorpolynomet av grad 1, 2 och 3 av f(x) = 2x> —2x+3ix =

Losning:
fx) =2 =2x+3, flx)=6x2-2, f'(x)=12x, fOx) =12,

sa att

po(x) = 3
pi(x) = po(x)+4(x—1)=—1+4x

~1)? )
p2(x) = pix)+12- x 5 ) = —14+4x+12x*/2—12x+ 6 = 5 — 8x + 617
p3(x) = 3—2x4283

e . bl
b) Bestim Maclaurinpolynomet av e=* - cosx av grad 3.
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Losning: Det giller att utveckla de tva faktorerna tillrdckligt 1angt.

2% (zx)z (2x 3 ) B 2 ¥
e =14+2x+4 X + 3 +...och cosx =1~ =T -+ ] + ...
Detta ger
o) 3 2 4 %’Cz ’C?)
e”*cosx = (1+42x+ 257 4 4x° /34 ) (1 /24X 24+ = 1+2x 7{;{
3 X
Svar: 1+ 2x+ —— -+ —.
var: 1+ 2x-+ ) -+ 3

S
¢) Berikna / " dx, genom att integerera motsvarande Maclaurinpolynom
0

av grad 3.
Losning:
g ) sinx)?  (sinx)?
SIXx j— 1 S (
e + (sinx) + 5 3
1
~ L (x=x/6)+ = (x—x°/6)" + 3 (x=2/6)" +..=
T
A XAt — = — =
2 6
x? 5
p3(x) = = 1:>/ palx --':g’\*lﬂ
En numerisk bemknmg ger 1.63187.
=
4.2 Fler Maclaurinserier
Exempel 4.6  Den geometriska serien &r
1
atax+a+a + .. =a(l +x+2 x>0 +.) = - com x| < 1. (4.2)
------- X

Vi kan modifiera den. Forst sétter vi @ = 1 och sedan byter vi x mot —x och far

1
l—x+x - +..=—1), <.
I+x
Om vi integrerar denna serie pa intervallet [0,x] (och samtidigt byter x mot ¢ som
integrationsvariabel), och om termvis integration #r tillaten, far vi

9 ’% oo

) =x—" X Z(_gk-lx_k
T2 3 P '
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som vi integerar pa intervallet [0,x]. Detta ger

Man kan visa att HL #r konvergent om |x| < 1.

Exempel 4.7  a) Beriikna gransvirdet

. Xxsinx
lim ————s—
x—0 arctan® x
Man kan 16sa griansvirdet ovan m.h.a. Taylorutveckling, eller med Taylorserie. 1
detta fall berdknar vi serien i xg = 0, d.v.s. en Maclaurinserie. Téljaren 4r

och ndmnaren ir
3 5 2
X n X .
X e e o
3 5
sa att

fx)  x(x—x3/314x°/5!4+... 1/x* 1+termeravhogre grad 1+0

gx) ( JER )2 "1/x> 1+ termerav hogre grad ~ 14+0
- ‘3— Jf— 'g' + ces

b) Berikna grinsvirdet

Losning: Vi skriver om téljaren som

Nimnaren skriver vi som

N{x) = (x —tanx)(x+ tanx)

fx):=tanx f'(x) =1+tan’x f"(x) =2tanx(l +tan’x) f" (x) = 2(1 + tan®x+ 3tan®x(1 + tan®x))

ul

f(0)=0 f(0)=1 f(0)=0 [0)=2
2

sa att f(x) = tanx = x+ 3 x* + termer av hogre grad. Dirmed ér

N(x) = (x—(x+x/3+termer av hogre grad))(x+ (x+x° /3 + termer av hogre grad)) =

2 4
= - % -+ termer av hogre grad.

Dérmed ar

(xsinx)? x* +termer av hogre grad  1/x* 1 -+ termer av hogre grad
X2 —tan’x ~-2_§—4 + termer av hogre grad 1/ x* " —2/3+termer av hogre grad

och det dr klart att det sista uttrycket gar mot

| 3
= I dix—0.
3 27
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4.2.1 Lite knep for att bestimma Taylorutveckling m.m.

1. For funktionen f(x) = cos® x, kan man utnyttja omskrivningen f(x) = 5

och sedan utnyttja att

CoS2x = | — e o i

2

Ex.vis dr Maclaurinpolynomet av cos”x av grad 3 lika med

11 (2x)? 5
(1) o2
2 2( 21 ) *

2. For den sammansatta funktionen ¢“*** kan Maclaurinpolynomet av grad 4
tas fram genom att se att x = 0 ger cosx = cos 0 = 1. Dirfor skall den yttre
funktionen ¢* med z = cosx utvecklas i z = 1. Vi vill dock utnyttja att vi
kinner Maclaurinpolynomen for e*. Dirfor skriver vi om funktionen som

LOSY — peosx—l+1 _ ,  cosx—1

och nu ér den inre funktionen z = cosx — 1, som &r noll om x = 0. Dérfor
kan vi utveckla e“*5*~! = ¢% { xy = 0. Den inre funktionen z = cosx — 1 =

xad . .
BTl “+ TR Fortsdttningen blir
N = e =t = e(l+z+ 2 /2! + 23/ 3l4..) =

2 4
. . o o XX
Maclaurinpolynomet av grad 4 av funktionen ¢“** dr alltsd e (1 -5 + C )

(Svar).

3. Man brukar séga att allt som liknar ett Taylorpolynom ocksa idr ett Taylor-
polynom.

4.3 Fyra satser

Vi antar att f(x) dr en kontinuerlig funktion i intervallet [a,b], a < b.

Teorem 4. 1 (Satsen om storsta och minsta viirde) f(x) antar ett stérsta och ett
minsta virde pa [a,b], sdg fimax 0Ch fuin-

Teorem 4. 2 (Satsen om mellanliggande viirde) f(x) antar alla viirden mellan det
storsta och minsta vdrdet.

[a,b], sddant att (&) = y.

Teorem 4. 3 (Triangelolikheten for integral)
Med samma forutsdttningar som ovan dr

'/a.bf(x) dx

dx. 4.3)

B 1+ cos2x
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Bevis:

/ib:i:f(x)dx:i bf(x)dxf__{ b{f(x) dx.

a

Dett dr ekvivalent med (4.3).

Teorem 4. 4 (En medelviirdessats for integraler) Antag dessutom att g(x) dr kon-
tinuerlig i (a,b] och att g(x) inte vixlar tecken i intervallet. Da finns & € |a,b],
sadant att

b b
| r@smax= 1) [ gtxax. “.4)
Bevis:

b
Vi antar att g(x) > 0 och att / g(x)dx =:B > 0. Dé ér
Ja

dér fmin OCh finax dr definierade ovan. Vi integrerar alla tre uttrycken och far da
bibehallna olikheter, d.v.s.

b
fmin ‘B < f(x) 8(’4) dx < ﬁnax -B
Ja
Detta kan ekvivalent skrivas

Ju f(x) g(x)dx

fmin < A B =1y < fmax .

Enligt satsen om melenliggande viirde, finns & € [a, b], sddan att

f€) =y g

Genom att multiplicera med B foljer (4.4).

4.4 Omskrivning av resttermen
4.4.1 Lagranges form
n [ (Z'_x)n (n+1)
Ra(0) = (~1)" [ 20 0 1) ar *5)

Exempel 4.8  Bestim de 4 forsta siffrorna i talet e. Utga fran att e < 3.
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Losning: Vi anvinder Maclaurinutvecklingen av f(x) = ¢*. Resttermen R, (x) =
St

m. Vi sitter x = 1 och far
n !

1 ]

e=Y o5 T R(1).

k=0

Vi behover ha n sé stort att [R,,(1)| < 107*. Vi ser snart att n = 7 ger att
o= p1)] = Ry(1)] < 5 < 10,
Alltsa riickerdet att bestimma de fyra forsta siffrorna i p7(1):
p7(1)=2.71825...

sd at e:s forsta fyra siffror dr 2.718 .

4.4.2 Ordoform

Vi betecknar en begrinsad funktion med B(x) (med olika index). For ex.vis grinsvirdes-
berdkning, da x —» xg, behdover man endast veta storleken pa resttermen. Vi ser att

resttermen Bestir av tvé faktorer, dels f"+1)(E).

, som dr en begriinsad
(n+1)!
funktion B(x) av x, da x nira xo.

Definition 4.1  Ett uttryck /4(x) som kan skrivas B(x) - (x — x0), dir B(x) i4r be-
grinsad for x nidra xo, betecknas O ((x — x)¥) .

Exempel 4.9  Ex.vis dr

O(x—x0)?>+0((x—x0)%) = O((x—x0)?)
O(x—xp)*- O((x—xo)32 = O((x—x0)°)
O(x—x0)*+(x—x0)> = O((x— XO)%)
O(x—x0)% (x— XO)j = O((x~x0)°)
G = Ok

Exempel 4.10  Berikna grinsvirdet

. (xsinx)?
Iim S R
¥—0 X% — tan?x

genom att anvidnda ordoform.
Losning: Vi later xo = 0, d.v.s. anviinder Maclaurinutvecklingar. Ndmnaren:
> 3 s\ 2 2 2.4 6
X = (x+x/34+0(x)) =x"—x"— 35+ 0(x°).

Téljaren:
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och slutligen

Téljaren o) 1t 1+ 0(x?)

Namnaren 201 0(6) 1/8  —2/3+002)

o

0.

4.5 Maclaurinutveckling av sinus och cosinus

71

3
2

4.5.1 Sinus

Vi bestdmmer den allminna Maclaurinutvecklingen av sinx i xg = 0. Vi behdver
komma ihag att — cost == —sint och — sint = cost samt formeln for partiell in-
tegration.

sinx
0

X
sinx—sin0 = [ 1-costdt = {PL} = [(r—x)cost]§+

/- (t —x)sintdt =
0

2 X N2 . 2
£ (. (-
= x+ [(—X) sint] —/ Uk costdt =x—(0—0) —/ ( costdt =
2 0 Jo 2 o 2
o B (t—x)? ‘ * ¥ (t —x)3 ‘ x T (r—x)? L
={PL}= x-— [ 31 cost ()_«/0 31 Rmtdt~x—§—/0 oY sintdt =
3 4 x "X 4
t ....... t .......
={PL} = —%— l( 7 ) sintLJr ; ( 4,)() costdt =
3 A( _ ,>4
X r—x
= T 0+0+ ( /0 1 costdt
3
Vi ser att i de tva sista raderna dr polynomet detsamma, x — EIR Det betyder att vi
har likhet mellan dito resttermer, d.v.s. R3(x) = R4(x). Man viljer alltid resttermen
med jamnt index, alltsa R,(x), R4(x), Re(x) etc. Didrmed ér
n 2k—1 X 2n
....... k—1 A n (t x) e -
smx-é(—i) .MJ‘_(_]} /0 )l costdt. (4.6)
4.5.2 Cosinus
N
Forst iakttar vi att / (—sint)dr = cosx — cos0, s att med partiell integration far
Jo
vi
X ) X
cosx = |- / l-sintdt = {PL} =1—[(r—x)- sinr]6+/ (t—x)costdt =
Jo 0
o) X . 2
t—x)? * (t—x)?
= 1-0+0+ Uk cost| + (t—x) sintdt =
2! 0 Jo 2!
s P (2O Al
X t—x)° . , X r—x)° r—x
= 1- o + (/0 7 sintdt = {PL} =1~ 31 + { 3 Glnf} o /0 3 costdt =
)
X t—x
= 1-2 - 0s1dt .
X /0 3 costdt
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Aven hir fir vi samma polynom med restterm R;(x) och R3(x), som alltsd méste
vara lika. Vi kan nu skriva upp en allmén formel/identitet for cosinus och anvinder
resttermen med udda index.

n x;’k x(l _______ x)L’rH—l
COS X = Z(—l)k +(—1)”/0 Wcostdt. 4.7)



Kapitel 5

Talfoljd och serie

5.1 Talfoljd och serie, inledande exempel

Vi har redan behandlat serier i samband med Taylorutveckling. Men 14t oss borja
med foljder. En f6ljd &r (per definition) en lista

(@) = (ar1,a, st )

Exempel 5.1

b)

dr foljden av alla heltalskvadrater.

¢) Oftast har vi f6ljder eller serier, dédr det finns nagon typ av system i foljdens
element (eller seriens termer). Finns det nagot system/monster i foljande
foljd?
1,2,3,8,10,12,13, ...

. 2n
c) Foljden ( -
3n /.

2 . 2 . v g ..
37> och vi ser att g,, — 3 Vidare dr foljden vixande; a, < ayyy, n=
n

2
1,2,3,.... Den ir dessutom uppéat begrinsad av just —. En f6ljd med dessa

tva egenskaper har "alltid" ett grinsvirde och #r dirmed konvergent.

Vi visar nu tva griansvérden for tva foljder.

(i) Om |x| < 1, sd dr lim x" = 0.

N300
Bevis: Vi logaritmerar |x|" och far nln|x| < 0 eftersom |x| < 1. Séledes har
vi att nln x| — —oo, d& n — co. Nu ér

------- A" < <

och bade forsta och sista ledet — 0 da n — 0. Alltsa foljer det att lim x" = 0.

o0

73
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"

.. X
(1) lim — =0.
n—eo

Bevis: For fixt x finns sett ng, sadant att x < n for alla n > ng. Didrmed dr
X . .
- < 1 for dessas n. Vi kan skriva

n
P
a1 2 =1 ng T on T 1 2 7 mg—1 \ng
X n—ng+1
och faktorn (—) — 0, d& n — oo enligt (i).
ny

Exempel 5.2  For den geometriska {oljden giller (per definition) att kvoten mellan
tva konsekutiva element #r konstant.

b]
ap=b, aj=bx, ap=0bx* .. a =bx,..

Ae+1 b1

ax bxk
och rotkriterierna.

= x for alla k = 0,1,2,3,.... Detta anvidnder vi ldngre fram i kvot

Exempel 5.3
|

kallas den harmoniska serien. En series summa skall upppfattas som ett (eventuellt)
griansvirde, 1 detta fall

Vi skall argumentera for att denna series summa r oo, d.v.s. att serien ir divergent.

A

y=f(x)=1/x

Vi ser att

n
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Kommentarer

. o 1 .
e Vi kan se termerna i serien ovan som a; = = f(k) for funktionen x
e

e Detta sitt att jAmfora en icke-negativ serie (d.v.s. med termer > 0) med en
generaliserad integral, kallas integralkriteriet. Mer exakt sdger detta kriteriet
attom f(x) > 0 forx > 1 och f(x) dr avtagande, sa giller att

/1 f(x)dx konvergent <= ) f(k) konvergent . (5.1
k=1

e Vikan p.s.s. jaimfora tva serier vars element dr a,, > b, > 0forn=1,2,3,....
Om Z b, divergerar, s divergerar serien mot co. Och i s fall divergerar
n=1

ocksé Z a,, (ocksd mot o).

n=1

e Ett nodvindigt villkor for konvergens. Antag att Z ay dr konvergent, d.v.s.

existerar som reellt (entydigt) tal A: Vi oberverar att

n n—1
Zak— Zakxan%A—AzO
k=1 k=1
dé n — oo, d.v.s. termen a, mdste gd mot 0, da n — oo, For den harmoniska
serien dr termerna a, = 1/n — 0 men serien dr dnda divergent.

Exempel 5.4  Integralkriteriet (5.1) ger ex.vis att

-
ya

, . . L T .
dr konvergent. Man kan t.o.m. visa att seriens summa &r = Vi skall m.h.a. detta
b

resultat berdkna summan av serierna

i i (_l)k-ll
T = =och U =
= (2k —1)? = k2
— 1 1 1
S=Y s==+s+=+=+..=
P kl 12 22 32 2
[ o1 B
Ttptgtetmtptgtes
1 3 n?
T+--S=T=>.§S=—.
+4 4 8
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]
Integralkriteriet ger att
- 1
Z 7a dr konvergent <=0 > 1. 5.2
k=1
. L 1 .« .
Exempel 5.5  Den geometriska serien Zx" = omm |x| < 1. For andra x ir
=0 —A

den divergent.

k=1 k=1
konvergent.

Nedan foljer ett exempel pa hur tva serier med positiva termer kan jimforas, for
att visa konvergens.

oo

Exempel 5.6  Ett jimforelsekriterium: Serien Z

1
& k- 1)Vk

. En sadan term har en ndmnare som dr samma storleksordning som

har termen a; =

for termen by == e W For att visa att dessa tva termer dr av samma storlek-
ko k¥

sordning, tar vi gransvirdet av kvoten

ag k 1 1 o
e — —— o < k m,
by 2k—1 2—1/k 502 °< dik —

Vi sluter oss till att 0 < a; < (1/2+ 8)by, f6r nagot 8 > 0 och eftersom grinsvirdet

1 .
ar — < oo, sa dr dven

Alltsa

TR 1
‘uk;,(zk—l)\/%

konvergent.

Vi har tidigare betraktat geometrisk foljd och serie. Att den geometriska serien

. (27 bxk +l

konvergerar dr ekvivalent med att kvoten Al ok
ay X

Detta leder till kvotkriteriet f6r konvergens for en serie med termer a; > 0.

= x, dr till sitt belopp < 1.

5.1.1 Kvotkriteriet

i:pochp<l,sz‘i.":irden

Kvotkriteriet Om, for en icke-negativ series termer lim
k—oo Ay

konvergent. Detta betyder ju att ay; ~ a; - p for alla tillrickligt stora &,
d.v.s. for k > ko for nagot k.

=S

o ok
Y, @~ agpt
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som dr en konvergent geometrisk serie. Mer exakt bevisar man konvergensen

ar 0 <ap <p-eg, forett € > 0 sadant att p+ € =: x < 1. Ddrmed &r summan

oo oo

Zakg Zxk

k=ko k=ko
och den hogra serien dr konvergent.

Rottestet foljer lingre fram.

k=0
. b
ar 2 _nti/12
arbxk, k=0,1,2,....

: L och ér ldngden pa gitarrstringen pa en gitarr om bandens bredder

b bx b Band pa gitarrhals
X
I nomovo XI1
- .
-
L

Med L = 63.0 cm blir b = 3.53592 cm.

Exempel 5.8  Avgdr om foljande serier dr konvergenta eller divergenta.

Losning: Vi kan jimfora seriens termer a; med by = 2 som ger en kon-

[47% k-+1
—_—= = 1/241/(2k) - 1/2
som ger att serien dr konvergent. Vi kan t.o.m. rikna ut seriens summa.
"""" 2 1 1
=R+ Tk kel
och
Z"’: 11+11}11*11+ 1
g frossnd i e S i S fonnd
Pl 1 22 33 445 n+1
2
= 2- — 2, ddn — oo,
n+1

En sadan summa/serie kallas teleskopsumma/serie.
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Y2
1+v3 1+V3

och alltsd konvergent. Aven denna series summa gér att berikna.

=( v\ vial v\ T
,;(l+ﬁ) ml+ﬂk...zl(1+\/§> 1+f;(l+f) -

Vit V3 i
1+\/§1—TV3§ 1+v3-v3

k
— 3
b) Z ( V3 ) . Denna serie ir en geometrisk serie med |x| = V3

5.1.2 Rotkriteriet

Jamte kvotkriteriet finns rotkriteriet. Dessa ir tillimpligt pa ungefir samma typ

av serier. Om vi utgér fran den geometriska serien Z ax, s tar vi k—roten ur
k=0

|b| = |ax*|. Den dr

1k = |a].

Vi vet att den geometriska serien dr konvergent omm |x| < 1.

Serier med teckenalternerande termer

) _ oo [ )k+1
Exempel 5.9  Summan Z -(— har vi tidigare rikna ut. Termerna idr gy =
—1 M 1
(=1 h dédrmed &r = N ! k M da
2 och ddrmed dr |a;| = 2 u dr kz:; — konvergent, Man séger da att
oo (_1 k+1
dr absolutkonvergent. Detta #r alltsa en definition. Man har didrmed
k=1

inte sagt att denna summa dr konvergent. Diéremot kan man bevisa att en ab-
stolukonvergent serie ocksa ir konvergent.

oo 0 _1>k+1
Exempel 5.10  Serien } a; = A A—
P T

5]

serie dr ndmligen Z |a;| den harmoniska serien, som #r divergent. Serien #r fak-

dr inte absolutkonvergent. Motsvarande

tiskt konvergent. Detta foljer av nedanstaende sats.

(Leibniz kriterium) Om a;, k= 1,2,... dr en f6ljd sadan att
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(i) ay och ay har olika tecken och

(ii) |ay| dr avtar mot 0, da k — oo

sa dr serien Z ay konvergent.

konvergent. En sddan serie har "odndlig positiv och negativ massa". For serien
i det sista exemplet menas med detta att

Genom omordning av termerna kan seriens summa bli vilket tal som helst (inklu-
sive 4oo),

5.2 Potensserier

Definition 5.1 En serie
Y ar (x = xo)f (5.3)
=0

1=
kallas potensserie.
Kommentarer
e En Tavloserie 4r en potensserie.

e Vi studerar hér framst fallet xg = 0, d.v.s. serier som motsvarar Maclaurin-
serier.

Exempel 5.11 Summan

x|/ <1.

For |x| > 1 konvergerar inte serien. Vi skall anvinda kvot- och rotkriterierna for

(D1

sd maste anvinda |ay| i stélle for a;. For

att verifiera detta. Vart gy =
rotkriteriet skriver vi
t(]k_Hi _ k ]x‘t: 1
la] k+1 ° 1+1/k

el i = p

da k — oo. Serie nir alltsa absolutkonvergent for x| < 1 och divergent for |x| > 1.
For x pa "randen", d.v.s. x = &1, vet vi inte om konvergens foreligger. Vi séger att
konvergensradien ir 1.

Av foregdende exempel framgdr inte klart vad konvergensradie #r och hur den

Exempel 5.12

(a) For vilka x dr serien konvergent?

(b) Berikna seriens summa for de x som summan dr konvergent.
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Losning:

- o X\ k
(a) Vianvinder kvotkriteriet. Sitt ay =k (§> .

k1| (k+Dx] 117k x| :
P B S

o . o X
da k — oo. Serien konvergerar alltsa absolut om % <1, d.vs. om |x| < 2.

VT har att konvergensradien dr R := 2. Vi vet inte om serien konvergerar for
|x| = 2 men att den divergerar for |x| > 2. Dock med valet x = 42 giller att
a; /0, och alltsa divergent.

(b) Beriikna seriens summa for de x som summan dr konvergent. Seriens summa
kan berdknas, ty man kan derivera och integrera innanfor konvergensradien,
d.v.s. for x, sadana att |x| < 2. Vi fixar till summan sa att termerna ser ut
som derivator av potensfunktioner.

o0 X
f) = x Y 2 ket Gla) = / 27Kk dr =
=0 0
S —
=:g(x)
el 1 2
- ¢/2)F = -
A;(“‘/ U ey Rk
Alltsa ar
x\k 2 2x
glx) = sdatt y k —) =x =
ot L) =y
omx < 2

Exempel 5.13 Man kan ibland fa fram summan av en serie genom att se likheten
med en redan kind series summa. Ex.vis serien

fx) = i (x) for x > 0.

Berikna f(1/3).

Losning: Den liknar serien
o (_1)1\"x2k+1
2k+1

som konvergerar mot arctan x for |x| < 1. Vi gor foljande omskrivning av den forsta
serien.

For 0 < x < 1 kan vi skriva serien som

1 i( 1 (ﬁ}2k+1 _arctan /x

= 2k+1 Voo

som #r konvergent for 0 < x < 1 enligt tidigare resultat. Speiclellt for x = 1/3 far
vi

arctan(1//3)
1/V3
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Kommentarer

e Den ursprungliga serien konvergerar for (dtminstone) |x| < 1.

e Ex.visir f(0) = 1. Det skall stimma dven for

arctan \/x

Jx

arctan  /x
X
videra med 0. Istéllet kan vi berdkna griansvérdet

eftersom vi ddrmed maste di-

. arctan/x
lim —\/"

=0, /X

3 5
arctant L =3+ /5~ 1/t
im —— = lim / / =

] — = 1.
=0, t 10, t 1/t

e For en potensserie med element by = gy -xk, dir a; inte beror pa x, kan
man berdkna konvergensradien genom att beridkna ex.vis med rotkriteriet
(VK =:m. Nuir

b |VE = |ag VR x|

Kriteriet tor absolutkonvergens dr da m - |x| < 1, sd att vi far

X

som konvergensradie for potensserien

o0

Z agx~

som alltsd dr absolutkonvergent for |x| < 1/m och divergent for x| > 1/7.

e Det ir inte alltid som grinvirden av typ lim |b;|"/ K —: 1 existerar. Man kan
h .

..... yoo
1/k

da ersitta gransvirdet med limsup |b|'/* ("limes superior").



