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1. Beräkna följande integraler...

(a) ∫ 2

1

1

x2 + x
dx = {PBU} =

∫ 2

1

(
1

x
−

1

x+ 1

)
dx =

[
ln

x

x+ 1

]2
1

= ln

(
4

3

)
(b) ∫

4x lnx dx = 2x2 lnx−
∫

2x ̸2 ·
1

̸ x
dx = 2x2 lnx− x2 + C .

(c) ∫
e
√
x

√
x
dx = {

√
x = t, x = t2 ⇒ dx = 2tdt} =

∫
et

t
2t dt = 2

∫
etdt = 2et+C = 2e

√
x+C .

2. Lös differentialekvationerna...

(a)

y′(x) + x y(x)2 = 0 ⇔
∫

xdx = −
∫

dy

y2
⇔

x2

2
+ C =

1

y
⇔ y =

2

x2 + C
.

Villkoret y(0) = 2, ger att C = 1, så att y =
2

x2 + 1
.

(b)

xy′(x) = y(x) + 1 ⇔ y′ −
1

x
y =

1

x
⇔ {I.F. = e− ln x = 1/x} ⇔

(y/x)′ = 1/x2 ⇔
y

x
= −

1

x
+ C ⇔ y = −1 + C x, y(1) = −1 ⇒ C = 0 så att y(x) = −1 .

(c)

y′′(t)+4y′(t) = 0 ⇒ y = yh = A+Be−4t . yp = Ce−2t ⇒ 4Ce−2t−8Ce−2t = 8e−2t ⇔ C = −2 .

y = A+Be−4t − 2e−2t .

3. Funktionerna f(x) = x3 sinx− x2 och g(x) = 1− ex
2

...

(a) Gränsvärdet

lim
x→0

f(x)− g(x)

x4
= lim

x→0

x3(x− x3/6 + ...)− x2 − (−x2 − x4/2!− ...)

x4
=

= lim
x→0

x4(1 + 1/2) +A5x5 +A6x6 + ...

x4
=

3

2
.

(b) Maclaurinpolynomet av

f(x) · g(x) = (x3(x− x3/6 + ...)− x2)((−x2 − x4/2!− ...)) = x4 −
x6

2
−

x8

2
+ ...

Maclaurinpolynomet är x4 −
x6

2
.

4. Vilken/vilka av följande serier är konvergenta? Beräkna summan av de serier som är konvergenta.

(a) En geometrisk serie med kvot 3/4 och alltså konvergent:
∞∑

n=0

2−2n · 3n =
∞∑

n=0

(
3

4

)n

=
1

1− (3/4)
= ... = 4 .

(b)
∞∑

n=2

n+ 1

n3 − n
= {PBU} =

∞∑
n=2

(
1

n− 1
−

1

n

)
= 1− 0 = 1 ,

och alltså konvergent.

(c)
∞∑

n=2

n2 − 1

n3 − n
=

∞∑
n=2

1

n
, som är en divergent serie (Harmoniska serien).

5. (a) ∫ ∞

0

dx
√
ex + 1

=

{√
ex + 1 = t ⇔ x = ln(t2 − 1), dx =

2t dt

t2 − 1

}
=

∫ ∞

√
2

2

t2 − 1
dt =

= ln

(
t− 1

t+ 1

)∞

√
2

= lim
t→∞

ln

(
1− 1/t

1 + 1/t

)
− ln

√
2− 1

√
2 + 1

=

= 0 + ln

(√
2 + 1

√
2− 1

·
√
2 + 1

√
2 + 1

)
= 2 ln(1 +

√
2) .

(b) ∫
1 ·
√

x2 + 1 dx = x
√

x2 + 1−
∫

x2

√
x2 + 1

dx =

= x
√

x2 + 1−
∫

x2 + 1
√
x2 + 1

dx+

∫
1

√
x2 + 1

dx

⇔
∫

1 ·
√

x2 + 1 dx =
1

2

(
x
√

x2 + 1 + ln(x+
√

x2 + 1)
)
+ C .

∫ 1

0

√
x2 + 1 dx =

[
x
√

x2 + 1 + ln(x+
√

x2 + 1)
]1
0
=

1
√
2
+

1

2
ln
(
1 +

√
2
)
.



6. (För vilka reella konstanter α är integralen konvergent...)

∫ b

1

dx

xα
=


ln b, om α = 1

1

1− α
(b1−α − 1), om α ̸= 1 .

För α > 1, konvergerar
1

1− α
(b1−α − 1) mot 1

α−1
, då b → ∞. För α < 1 divergerar

1

1− α
(b1−α − 1) mot ∞, då b → ∞. Till sist, för α = 1, så divergerar integralen ln b − 1

mot ∞.

7. x′(t) = −3 sin t cos2 t och y′(t) = 3 cos t sin2 t . Längden

L = 4 ·
∫ π/2

0

√
x′(t)2 + y′(t)2dt = 4 ·

∫ π/2

0

√
9(sin2 t+ cos2 t) cos2 t sin2 tdt =

= 12

∫ π/2

0
cos t sin t dt = 3 [− cos 2t]

π/2
0 = 3(1− (−1)) = 6 .

2


